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Vorwort. 



Da die vorliegenden Elemente von ihren Vorgängern in 
wesentlichen Stücken abweichen , so scheint es geboten , ihre 
Stellung zum Gegenstände kurz zu beleuchten. 

Die Geometrie hat es, wie alle mathematischen Wissen- 
schaften, mit Grössen zu thun. Die geometrischen Grössen 
unterscheiden sich aber von den übrigen dadurch, dass an ihnen 
als eine wesentliche Eigenschaft der Begriff der Lage haftet. 
Hieraus ergiebt sich für die wissenschaftliche Entwickelung der 
Geometrie die Aufgabe: den Zusammenhang zwischen den diesem 
Gebiete eigenthümlichen, besonderen Beziehungen der Lage und 
den allgemeineren der Grössen zu ermitteln. 

Die Elemente Euklids — so wohl verdient auch das An- 
sehen ist, in dem sie nun seit mehr als 2100 Jahren gestanden 
haben — lösen diese Aufgabe nicht, da sie auf die Lage 
der Gebilde nur wenig Rücksicht nehmen. Es war Leibniz 
(1646 — 1716), der den Mangel nachwies und eine neue Dar- 
stellung der Geometrie (calculus [analysis] Situs) forderte*), in 
welcher die Grössenbeziehungen der geometrischen Gebilde aus 
der Lage abzuleiten und mittels einer geeigneten Bezeichnung 
(chai-aeteristica geometrica) der Rechnung zugänglich zu machen 
wären. Zur weiteren Begründung seiner Forderung hob er her- 
vor, dass zwar einige Schriften von Euklid und Apollonius 
(um 200 V. Chr.) die Lage mehr beachteten als die „Elemente", 
dass aber weder Euklid's „Data", noch die von Pappos (um 300 

*) LeibnizeM mathematische Schriften, herausgegeben von C. J. Gerhardt. 
V. S. 141—183. 
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^ Vorwort. 

n. Chr.*) verzeichneten Sätze aus den verlornen Schriften der 
Alten, noch endhch die Aibeiten ihrer Wiederhersteller die vor- 
liegende Aufgabe ^rundlich und umfassend genug behandelt hätten. 
In der Durchfuhiung semer leitenden Gedanken kam Leibniz je- 
doch nicht über geringe Anfänge — bezüglich der Lehi-e von der 
Congi'uenz und der Aehnlichbeit — hinaus; seinem Wegweiser 
fehlte der Weg. 

Und doch war die Spur desselben in der längst bekannten 
Wahrheit enthalten: dass die Grössenverhältnisse perspectivischer 
Abbildungen durch ihre Lage gegen den abgebildeten Gegen- 
stand und den Gesichtspunkt bestimmt sind. Auch waren vor 
Leibniz einzelne metrische Eigenschaften perspectivischer Gebilde 
von Pappos, Leonardo da Vinci (1500), Albrecht Dürer 
(1525), Guido übaldi{1600), Desargues (1636) undPaseal 
(1640) ermittelt worden. Nach ihm wies namentlich Lambert 
auf den innigen Zusammenhang zwischen Perspective und Geo- 
metrie hin**). Die engsten Bande zwischen beiden hat aber erst 
das gegenwärtige Jahrhundert geknüpft. Gleich am Anfange 
desselben erinnerte Carnot***) an die von Leibniz gestellte Auf- 
gabe und förderte ihre Lösung, indem er den Zusammenhang 
zwischen der Gestalt einer Figur und dem metrischen Ausdrucke 
far ihre Eestandtheile untereuchte. Einen recht bedeutenden 
Fortschritt erzielte später Poncelet dadurch, dass er allgemein 
die Lage centralperspectivischer Gebilde zur Ermittelung von 
Grössenbeziehungen verwendete; die Euklidische Geometrie be- 
rührte er jedoch nur wenig. A, F. Möbius entwickelte wichtige 
Lagen- und Grössenbestimmungen, hüllte aber leider viele seiner 
geometrischen Entdeckungen in ein arithmetisches Gewand , das 
sie manchem Blicke entzog. Die Arbeiten von J. Steiner und 
M. Chasles erweiterten und vertieften die Kenntniss der pro- 
jectivischen Eigenschaften, stellten aber keine organische Ver- 
bindung derselben mit den „Elementen" her. Da der Auffassung 
dieser Geometer ihre Nachfolger, Seydewitz, v. Staudt u. A. 
im Wesentlichen beitraten, so gelangte man nach und nach 7,u 



*) H. Usener: Rhein. Museum. Bd. 28 (18T3). S. 403, 
**) J. H. Lambert: Freie Perspective (1774) L S. 12. H. S. 52. 161. 
***) L. N, M. Camot: GiSom. .te position (1803). UebersetEt von Schti- 
macher (1808 und I810J I. S. 2. 
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einer voüstänrligen Trennung der neueren von der älteren (Eu- 
klidischen) Geometrie, die nun als „Geometrie der Lage" und 
„Geometrie des Masses" einander gegenüber gestellt wurden. 
Diese Sonderang wird offenbar dadurch nicht aufgehoben, dass 
a eine Darstellung der Euklidischen Geometrie einzelne 

Sitze Icr Theorien aus der neueren aufnimmt. Indess deutet 
clon Sejdewitz an, dass dieser Zustand nicht hefriedigend, 
l n elchem Sinne er zu verbessern sei, wenn er sagt*): 
A\ ! 1 itei allen geometrischen Prinzipien das der Projectivität 
füi das natuihchste und umfassendste erkannt, so ist es doch 
nodi nicht gelungen diesem Prinzipe auch im Gebiete der Eukli- 
dischen Geometiie die Herrschaft zu verschaffen." 

Mittels emei eingehenderen Gliedemng der perspectivischen 
Lage glaube ich diese Herrschaft fest begründet und die Grund- 
lagen eines Lehigehaudes klar gelegt zu haben, das den richtigen 
wissenschafthchen und didaktischen Anforderungen in hohem Grade 
genügt. E^ ist dann die herkömmliehe arithmetische Form 
wichtiger systematischei Grundbegriffe (der Congruenz, Affinität, 
Aehnlichkeit u s w), und damit der störende Einfluss der 
Arithmetik auf die widsenschaftliche Anordnung der Geometrie 
beseitigt. Dagegen tntt neu hervor eine ungleich grössere Be- 
stimmtheit, Kiaiheit und Fmchtbarkeit des Gedankenganges, der 
die bisher isolirten Theorien als nothwendige Glieder dem Ganzen 
einfugt, die noch vorhandenen Lücken mit Leichtigkeit erkennen 
lässt und so zu weiteren Forschungen einladet. 

In der vorliegenden Abtheilung dieser Elemente tritt zu dem 
grundlegenden ersten Buche das zweite als eine Erweiterang 
nach einer Richtung hinzu. Da die Massbestimmungen der geo- 
metrischen Gebilde im ersten Buche aus den Eigenschaften der 
Lage, im zweiten aus denen des rechtwinkligen Dreiecks ab- 
geleitet sind, so hat, unter Andeutung des Ausgangs- und des 
Zielpunktes der Eotwickelung, jenes die Üebei-schrift „Thesi- 
metrie" (^ S-iaig, die Lage) erhalten, wie dieses den Titel 
„Trigonometrie" führt. 

Die geometrischen Constructionen trennte bereits 
Thomas Simpson**) von den Lehrsätzen; ihm folgten darin 

*) F. Sejdewitz : Das Wesen der involutorischcn Gebilde in der Ebene 
(1846) S. IX. 

**) Elements of Geometrie. London 1747. 1760. 
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VTii Vorwort. 

van Swindeii und Legendre. In der vorliegenden Schrift 
sind sie, nach R. Ealtzer's Vorgange, nur selten ausdrücklich 
berücksichtigt. Anleitung zu Constructionen mit dem Lineale 
und theilweise mit Benutzung eines festen Kreises gaben J, H. 
Lambert (Freie Perspective. 1774 S. 162.) und J. Steiner (Die 
geometrischen Constructionen , ausgeführt mittelst der geraden 
Linie und eines festen Kreises. 1833). L. Mascheroni zeigte 
(La geometria del compasso 1797 ; franz. von Carette 1798 ; 
deutsch von Giiison 1825), dass eine geschickte Benutzung des 
Zirkels das Lineal in vielen Fällen entbehrlich mache. Beide 
Instrumente lehrte in älterer Zeit Albreeht Dürer (Unterwei- 
sung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit. 1525), neuer- 
dings A. L. Busch (Vorschule der darstellenden Geometrie. 
1846. 1868) führen. 

Berlin, im Mai 1875. 



Friedrich Krnsc 
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Erstes Bucli. 

Thesimetrie. 

Erstes Hauptstück: 
Oruidbegrile. 

§ 1- 

Ui^pning fler selben. 

1. Die Grundbegriffe der Geometrie werden aus folgenden 
Eigenschaften materieller Körper abgeleitet: 

I. Jeder materieDe Körper nimmt einen Raum ein, von 

dem er jeden andern aussehliesst ; 
H. er ist theilbar und mit ihm sein Raum; 
III. er ist beweglich und mit ihm sein Raum. 

2. Wir gelangen nun zu den geometrischen Grundbegriffen, 
indem wir von allen übrigen Eigenschaften der Materie absehen 
(abstraMren) , so dass uns nur die Vorstellung des reinen 
Raumes übrig bleibt, in welcher jede Beschränkung der 
Theilbarkeit und Beweglichkeit beseitigt ist, der die 
Materie, vermöge ihrer andern Eigenschaften unterworfen sein 
könnte. "Wir betrachten also die Raumwelt als nach innen und 
aussen ununterbrochen: nach innen als stetigen, nach aussen 
als unendlichen Weltraum. 

3. Es ist nun zunächst der Weltraum zu theüen und dann 
auf die Ergebnisse der Theilung der Gegensatz von Ruhe und 
Bewegung anzuwenden. 

§2- 
Die Kaumelementc. 

1. Die Grenze zweier Raumtheile, die unmittelbar an ein- 
ander stossen, heisst eine Fläche. Die Flächen, welche einen 
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2 Grundbegriffe, g 3. 

Theil des "Weltraumes von den anstossenden vollständig trennen, 
bilden vereint seine Oberfläche. 

Kin vollbegrenzter Raum wird ein geometrischer Kör per 
(kurzweg: Körper) genannt. 

2. Die Grenze zweier an einander stossender Fiäclientheile 
heisst eine Linie. Eine Fläche wird durch Linien in Felder ge- 
theilt, welche als geschlossen oder offen bezeichnet werden, je 
nachdem die Grenzlinien begrenzt oder theilweise unbegrenzt sind. 
Die Grenzlinien eines geschlossenen Feldes bilden vereint seinen 
Umfang. 

3. Zwei zusammenstossende Theile einer Linie haben einen 
Punkt zur gegenseitigen Grenze. Eine Linie wird durch zwei 
Punkte, welche Grenzpunkte heissen, vollständig begrenzt. 

Eine vollbegrenzte Linie heisst in sich zurücklaufend, 
wenn ihre Grenzpunkte sich decken. Jeder Punkt einer solchen 
Linie kann als gemeinschaftlicher Grenzpunkt betrachtet werden. 

4. Raumtheile (Körper und unvollständig begrenzte Kaum- 
theile), Flächen und Linien sind „Grössen", weil sie theilbar und 
ihre Theüe den Ganzen gleichartig sind. Da die eigenthümliche 
Art dieser Grössen als Ausdehnung bezeichnet wird, so werden 
sie ausgedehnte Grössen genannt. Wegen ihres Zusammen- 
hanges mit dem Welträume heissen sie Eaumgrössen. 

E. Müller: Gruadvorstell. der Geom, (BraunacLweig 1869) S. 38. 

5. Da die Fläche als Grenze eines Raumtheiles kein Theil 
desselben, die Linie als Flächengrenze kein Theil der Fläche sein 
kann, so ist die Ausdehnung der Fläche beschränkter als die des 
Raumes, die der Linie beschränkter als die der Fläche. Diese 
Unterschiede will man ausdrücken, wenn man Linie, Fläche und 
Raum als Grössen von einer, zwei oder drei Dimen- 
sionen bezeichnet. 

6. Der Punkt ist untheübar, also keine Grösse. Man be- 
zeichnet ihn durch einen Buchstaben. 

7. Punkt, Linie, Fläche und Körper sind die Raumele- 
mente. Ii^cnd eine Verbindung von Raumelementen wird ein 
geometrisches Gebilde genannt. 

§3- 
Biilie und Beilegung der Baiimeleinetite. 

1. Da, wo ein Raumelement ruht, ist seine Stelle. Bei 
einer Beweg'ung kann es dieselbe verändern. 
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Grundbegriffe. % i. 3 

2. Ein Punkt eines Eaumelements wird als fest bezeich- 
net, wenn er seine Stelle nicht verlässt, während andere Punkte 
desselben nach andern Stellen rücken. Man sagt alsdann, das 
Raumelement drehe sich um den festen Punkt. 

3. Der Inbegriff aller Stellen, die ein ßaumelement bei der 
Bewegung einnimmt, heisst sein Weg. 

Man sagt, ein Raumelement beschreibe einen Weg, 
wenn letzterer nur eine Dimension mehr hat, als das bewegte 
Element selbst. Ein Punkt kann also eine Linie, eine Linie eine 
Fläche, eine Fläche einen Eaum (Körper) besehreiben. 

4. Die Stelle (1) eines Raumelements, insofern sie in Bezug 
auf ein anderes Raumelement bestimmt wird, heisst seine Lage. 

Wenn von zwei Eauraeleraenten «, 6 das eine, a, ruht, das 
andere, &, seine Stelle verlässt, so ändert sieh auch die Lage von 
b gegen a. Wenn aber beide sieh bewegen, so hängt es von der 
Art der Bewegung ab, ob ihre gegenseitige Lage sich ändert 
oder nicht. 

5. Der Weg (3) eines Raumelements wird sein Ort ge- 
nannt, insofern er in Bezug auf ein anderes Element bestimmt 
wird, welches ruht. 



Gerade und krumme Linleu. 

1. Eine Linie, welche ihre Lage nicht ändert, während sie 
sich um zwei ihrer Punkte dreht {§ 3; 2), wird eine gerade 
Linie (kurzweg Gerade) genannt. 

Diese Begriffsbestimmung röhrt nach G. W. Erafit (Institut, geom. subl. Tub. 
1753. p. 2) von F. C. Maier her; nur daas dieser die Endpunkte als feste 
Punkte annahm, Vgl. J, W. Camerer: Euclidis Elem. graece et lat. Berolini 
1824. I. p. 8, Auch K. F. Gauss bediente sich ihrer {H. B. Lübsen: Ble- 
mentavgeom. Hamburg 1855. S. II). Vgl. Leibnizena math. Sehr. V. S. 185. 

Zus. Durch zwei Punkte geht nur eine einzige 
unbegrenzte Gerade. Alle begrenzten Geraden, die zwei 
Punkte gemein haben, sind Theile einer unbegrenzten. Eine 
Gerade wird durch einen oder zwei Buchstaben bezeichnet. 

Anmerk. Hieraus ergiebt sich ein einfaches Mittel, die Richtigkeit eines 
Lineals zu prüfen. 

2. Von zwei Geraden heisst eine die Verlängerung der 
andern, wenn beide auf einer unbegrenzten Geraden liegen und 
nur einen Punkt gemein haben. 
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4 Grundbegriffe. § 5. 

Eine begrenzte Gerade kann stets verlängert werden. 

3. Eine vo])begrenzte Gerade (§ 2; 3) heisst eine Strecke. 
Dieselbe ist durcb ihre beiden Grenzpunkte vollständig bestimmt. 

Die Strecke zwischen zwei Punkten A und JJ kann von 
einem beweglichen Punkte entweder von Ä nach B oder von B 
nach Ä durchlaufen (beschrieben) werden. Im ersten Falle soll 
die Strecke durch AB, im zweiten durch BA bezeichnet werden. 
Auf der Strecke AB heisst A der Anfangspunkt, B der 
Endpunkt. Es ist nun 

AB + BA^ 0; .*. AB = - BA. 

i. Eine unbegrenzte Gerade wird durch einen Punkt in zwei 
halbbegrenzte Gerade getheilt. 

5. Eine Linie heisst krumm (eine Curve), wenn drei 
beliebige Punkte derselben nicht auf einer Geraden liegen. Ein 
Theil einer krummen Linie wird ein Bogen (arcus), die zwischen 
den Grenzpunkten eines Bogens liegende Strecke eine Sehne 
(chorda) genannt. 



Ebene und krumme Flächen. 

1. Eine Fläche, welche ihre Lage nicht ändert, während sie 
sich so bewegt, dass sie stets drei Gerade enthält, welche durch 
drei feste nicht auf einer Geraden liegende Punkte gehen, wird 
eine ebene Fläche (kurzweg Ebene) genannt. 

Zus. 1. Durch drei nicht auf einer Geraden lie- 
gende Punkte, oder, durch eine Gerade und einen 
ausserhalb derselben liegenden Punkt, oder, durch 
zwei Gerade, die nur einen Punkt gemein haben, 
geht nur eine unbegrenzte Ebene. 

Alle begrenzte Ebenen, die drei nicht auf einer Geraden 
liegende Punkte u. s. w. gemein haben, sind Theile derselben 
unbegrenzten Ebene. 

Zus. 2, Eine Gerade liegt in allen ihren Punkten 
auf einer unbegrenzten Ebene, wenn sie zwei Punkte 
mit ihr gemein hat. 

2, Von zwei Ebenen heisst eine die Erweiterung der 
andern, wenn beide auf einer unbegrenzten Ebene liegen und 
nur eine Grenzlinie gemein haben. 

Jede begrenzte Ebene kann erweitert werden. 
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3. Wird der Umfang eines geschlossenen Feldes 
durch J^C bezeichnet, so erhält das Feld selbst die ^ 
Bezeichnung ABC. 

4. Eine unbegrenzte Ebene wird durch eine Gerade in zwei 
halbbegrenzte Ebenen getheilt. 

5. Eine tliche ist krumm wenn \iei bcliüiue Punkte 
derselben mcht auf eraei Ebene hegen 

Anmerk In dem weiteron ^e^hufG dicset H mente Hird stets rci 
ausgesetzt, disa die darin beliandelten geometriS(,hen &elilde auf einei liibei 
liegen, wenn nicht dis Gegentl e l lusdnickhch ausgesprochen ist 

&o 

Alieremeinc Bc^tinimuite dei L lec 

1 -H I Linie 1 . , [einen Punkt! ,, , 

1. >\enn eine (,-,„ , \ duich . , ■ ■ M" ^wci Ihult 

[Fläche) I eine Linie J 

zerlegt wird (§ 2), so liegt jeder Punkt des einen Tiieiles ent- 
weder auf der einen oder der andern Seite der Grenze. 

In einer Linie hat jeder Punkt, in einer Fläche 
jede Linie zwei Seiten. 

Zus. Durch zwei Punkte einer Geraden in einer Ebene ist 
für jeden dritten Punkt der letzteren völlig bestimmt, ob er auf 
der Geraden, auf der einen oder der andern Seite derselben liegt. 

2. An dem Umfange eines geschlossenen Feldes {§ 2; 2) 
heisst diejenige Seite die innere, auf welcher das Feld selbst 
liegt, die andere wird die äussere Seite genannt. 

3. Eine Linie trifft eine andere, mit welcher sie nur 
einen Punkt gemein hat, wenn dieser Punkt ein Endpunkt der 
ersteren ist. Zwei Linien, die nur einen Punkt gemein haben, 
der kein Endpunkt derselben ist, schneiden einander, wenn 
die Tlieile der einen auf verschiedenen Seiten der andern Linie 
liegen. 

i. Ein Punkt auf einer Linie, in welchem dieselbe in ihrem 
weiteren Verlaufe sich selbst trifft oder schneidet, heisst ein 
Doppelpunkt oder ein «facher Punkt, je nachdem die 
Linie zwei- oder nmal durch ihn hindurch geht. 

5. Da die Lage einer Geraden durch ihre Bewegung ge- 
ändert werden kann (§ 3 ; i), so haben wir zur Bestimmung 
dieser Veränderung die Bewegungsarten zu unterscheiden. 

Bei der Bewegung einer unbegrenzten Geraden in 
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6 Grundbegriffe, g 6. 

einer Ebene bleibt entweder ein Punkt fest (§ 3; 2) oder jeder 
Punkt derselben verlässt seine Stelle. Die Bewegung helsst im 
ersten Falle eine Drehung, im zweiten eine Verschiebung 
der Gferaden. 

Die Bezeichnung der Bewegung einer begrenzten Ge- 
raden stimmt mit der Bezeichnung derjenigen unbegi'enzten 
überein, von welcher jene einen Theil bildet, (§4; 1. Zus.) 

^'» . »' ' 6. Die Ge- 

A A S C SC 

I 1 — 1 1 1 1 ■■ rade AB bewege 

sich auf der unbegrenzten Geraden g, von welcher sie einen Theil 
bildet, nach einer Seite (1.) ihres Anfangspunktes (g 4; 3) A so, 
dass A nach Ä, und B nach S gelangt. — Ist C ein Punkt von 
AB, so wird derselbe nach C gelangen, wenn AB die Lage 
AB' erreicht, und AC = A'C ist. Es verlässt also jeder Punkt 
von AB seine Stelle. 

Eine Strecke verschiebt sich auf einer Geraden, 
wenn sie sich auf derselben nach einer Seite ihres 
Anfangspunktes bewegt. 

Die Strecken ÄA', BB, welche von dem Anfangs- und dem 
Endpunkte der verschobenen Strecke AB beschrieben werden, so 
wie in gleichem Sinne genommene Theile derselben , heilen 
gleichgerichtet oder von gleicher Richtung. 

Wenn zwei Strecken gleiche Richtung haben, so ist die Ver- 
längerung der einen über ihren Anfangspunkt hinaus der andern 
Strecke entgegengesetzt gerichtet. 

Zusatz. Wenn auf einer Geraden der Punkt A zwischen 
den Punkten B und G liegt, so haben die Strecken BA und AC 
gleiche, AB und AC entgegengesetzte Richtung. 

^/ 7. Wenn zwei Gerade a, ft in einem Punkte 

P zusammentreffen, so heisst die Grösse der 
Drehung der einen Geraden a um den gemein- 
_^ samen Endpunkt und in der Ebene beider Ge- 
* raden, durch welche sie in die Lage der andern 

Geraden b gelangt, ein Winkel beider Geraden. Die Ge- 
raden a, h sind die Schenkel des Winkels; ihr gemeinsamer 
Endpunkt P, um den die Drehung erfolgt, wird sein Scheitel 
genannt. Die von dem gedrehten Schenkel beschriebene Fläche 
heisst die Winkelfl'äche. 

V. MüDchow; Grundlinien d. eb. u. sphär. Trigonometrie (1B26) § 11. 
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GrundbegrifFe, § fi. 7 

Zus. 1. Ein Winkel wird entweder durch einen auf die 
Winkelfläche, in der Nähe des Scheitels, gesetzten Buchstaben, «, 
oder mittels seiner beiden Schenkel (a, h), oder endlich durch 
drei Punkte derselben bezeichnet, unter denen stefe; der 
Scheitelpunkt P in die Mitte zu nehmen ist: ÄPB. Dabei kann 
das Wort „Winkel" durch das Zeichen ^ ersetzt werden. Von 
dem Schenkel a wird bis zum Schenkel b die Winkelfläche 
a6 beschrieben. 

Zus. 2. Wenn zwei unbegrenzte Gerade einen Punkt ge- 
mein haben, so kann die eine nur durch Drehung in die Lage 
der andeiTi gebracht werden. 

8. Eine und dieselbe WJnkelfiache kann durch eine Dre- 
hung des einen oder des andern Schenkels, also dui'ch eine Dre- 
hung nach rechts oder nach links, besehrieben werden. Zur 
Verdeutlichung des Drehungssinnes stellt man in der Winkel- 
bezeichnung den Schenkel voran, von welchem die Drehung aus- 
geht. Wenn nun der Sehenkel a zuerst den Winkel {a, b) 
beschreibt und dann über dieselbe Winkelfläche um den Winkel 
(ö, a) zurückgeht, so hebt seine zweite Drehung die erste voll- 
ständig auf. Betrachtet man daher den Winkel (a, h) als 
positiv, so ist {b, a) negativ, mithin 

(«, b) + (b, a) = 
:. (a, S) = - (J, a). 

9. Zwei Gerade, die einen Endpunkt gemein haben, bilden 
zwei Winkel mit einander, von denen der eine der Aussen- 
winkel des andern heisst. 

V. Münchow; Trig. g 13. 

10. Wird eine Gerade um einen Grenzpunkt in einem Sinne 
so weit gedreht, bis sie in ihre ursprüngliche Lage zurückgekehrt 
ist, so hat sie eine Umdrehung gemacht; die derselben ent- 
sprechende DrehungsgrÖsse wird ein Vollwinkel genannt. Der 
Aussenwinkel eines Vollwinkels hat den Werth null und heisst 
deshalb ein Nullwinkel. 

Zus. 1. Alle Voüwinkel sind einandci" gleich. 
Zus. 2. Jeder Winkel wird durch seinen Aussenwinkel zu 
einem Vollwinkel ergänzt. 

J. a T. MüUer: Geometrie (1844). I. S. 13. 

11. Ein Winkel heisst hohl (concav), gestreckt (flach) 
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Gliederung der Gebilde, g 7. 

- erhaben (convex), je nachdem er kleiner, so gross oder 

5 sein Aussenwinkel ist. 
Die beiden Schenkel eines gestreckten Winkels bilden eine 
Gerade, diesem Winkel entspricht mithin eine halbe Umdre- 
hung. Ein hohler Winkel kann durch -jC («|5), ein erhabener 
durch ^ (a^b) bezeichnet werden. 

Zus. Alle gestreckten Winkel sind einander gleich. 
B. F. Tiiil)aut: Grundr. d. reinen Math. (15Ö1) S. 19S. 

12. Wenn eine Gerade um ihren An- 
fangspunkt eine Umdrehung macht, so 
beschreibt ein Punkt P derselben einen 
Kreis. Der Punkt heisst der Mittel- 
punkt (Centrum), die Strecke OP der 
Halbmesser oder Radius des Kreises. 
Eine durch den Mittelpunkt gehende Gerade, welche zwei Punkte 
des Kreises verbindet, wird ein Durchmesser (Diameter) ge- 
nannt. 

Zus. 1. Alle Halbmesser und alle Durchmesser eines Kreises 
sind einander gleich. 

Zus. 2. Ein Punkt liegt innerhalb oder ausserhalb 
eines Kreises, oder auf dem Kreise, je nachdem die Strecke 
zwischen ihm und dem Mittelpunkte kleiner, grösser oder so gross 
wie der Halbmesser ist; und umgekehrt. 




Zweites Hauptstück: 
Die criiedernng der Oebilde. 

A. nach den Seitenlinien und Ecken. 

§ 7- 
üehersicht derselben. 

1. n Punkte einer Geraden bilden mit sämmtliehen zwischen 
ihnen liegenden Strecken eine vollständige Punktreihe 
zun. Verbindet man n Punkte einer Geraden so durch Strecken, 
dass jeder Punkt den Endpunkt einer und den Anfangspunkt 
einer zweiten Strecke bildet, so entsteht eine Punktreihe zu «. 
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Gliederung der Gebilde. § 7. 9 

2. Verbindet man von mehreren Punkten einer Ebene, unter 
denen nicht drei auf einander folgende auf einer Geraden liegen, 
jeden mit dem folgenden durch eine Strecke, so dass jeder Punkt 
als der Endpunkt einer und der Anfangspunkt einer andern 
Strecke erscheint, so entsteht eine gebrochene Linie. Jede 
Strecke derselben heisst eine Bruehstrecke und je zwei auf 
einander folgende Bruchstrecken haben einen Breehungspunkt 
gemein. Zwischen drei Bruchstrecken liegen zwei , zwischen 
w Bruchstrecken n — 1 Brechungspunkte. 

Fällt der Endpunkt dei- letzten mit dem Anfangspunkte der 
ersten Bruchstrecke zusammen, so läuft die gebrochene Linie 
in sieh zurück (§ 2 ; 3). Eine in sich zurücklaufende gebrochene 
Linie mit n Bruchstrecken und « Breehungspunkten heisst ein 
»eck. Die Bmchstrecken desselben werden Seitenstrecken, 
die Brechungspunkte Ecken genannt. Eine Seitenstrecke, welche 
man über die sie begrenzenden Ecken hinaus verlängert, bezeichnet 
man als Seitenlinie. 

3. n Gerade, unter denen jede von allen übrigen geschnitten 
wird, bilden ein vollständiges nseit, dessen Seitenlinien 
die Geraden heissen. Jede Seitenlinie enthalt « — 1 Durch- 
schnitte, Ecken, das ganze «seit also, da jede Ecke auf zwei 

Seitenlinien liegt, — -—^ — ^ Ecken. 

Zus. Ein vollständige Dreiseit hat 3, ein vollständiges 
Vierseit 6, ein vollständiges Fünfseit 10 Ecken. 

4. n Punkte, unter denen nicht mehr als je zwei auf einer 
Geraden liegen, bilden mit ihren sämmtlichen geraden Verbin- 
dungslinien ein vollständiges weck, in welchem die m Punkte 
Ecken, ihre Verbindungslinien Seitenstrecken genannt 
werden. 

Von jeder Ecke desselben gehen w — 1 , von allen n Ecken 

also, da jede Seitenstrecke zwei Ecken enthält, " ^" ■ ■ ■ ' Seiten- 
strecken. 

Zus. Ein vollständiges Dreieck hat 3, ein vollständiges 
Viereck 6, ein vollständiges Fünfeck 10 Seitenstrecken. 

Anmerk. L. N, M, Oarnot (Geom. de pos. 1803. IffiJ) unterscliied die 
„vollständigett" Gebilde Ton den necken. J. Steiner sonderte das „voll- 
ständige neck" von dem „vollständigen nseite" (System. Entw. 1833. 19). 
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5. Die mit den Seitenlinien nicht zusammenfaltenden Strecken 
zwischen den Ecken der necke und vollständigen wseite 
werden Diagonalen, die mit den Ecken nicht zusammenfallen- 
den Durchschnittspnnkte der Seitenlinien in den necken und 
vollständigen wecken Nebenecken genannt. 

n 11-, 1 1. . W (W — 1) ^{^ 3) _. . 

Zus. 1. Das «eck hat — ^^-^ — - — « = ^ — - Diago- 
nalen und Nebeneeken. 

Lexell: Novi Comment Ac. Petr. 19. 8. 231. 

Zus. 2. In zwei Seitenlinien eines vollständigen wseits 
liegen 2 w — 3 Ecken. Von der gemeinsamen Ecke aus können 



-(2n-8) = 



-, mithin ' 



I allen 



n{n — 1) 



Ecken, die zu je 2 auf einer Diagonale liegen, 
.(/^l) (»^ 2) (..-3) 



Diagonalen gezogen werden. 



Zus. 3. In einem vollständigen wecke gehen durch 
2 Ecken 2 « ~ 3 Seitenlinien. Eine durch beide Ecken laufende 

2 

\ l\ 1 Nebeneeken bilden. Ein vollständiges neck bat 

al*A ^~ 1 — ^ — ^ — i "MpV^iJTie/'Irpil 



Seitenlinie kann also mit den übrigen 



.(2. 



-3) = 



§8. 
■ Die Panfetreilie. 

1. Durcli drei Punkte Ä, JS, C einer Geraden sind drei 
Strecken AB , Aß, BC begrenzt. Jede derselben hat mit den 
beiden andern je einen Grenzpunkt gemein, Nun ist 

AB + BC + 0A = 
:. AG = AB + BC; 
AB = AC + CB =. AC - BO = CB - CA. 
Ä. F. MübiuB; Barjcenfr. Calcul (1897) g 1. 

2. Für vier Punkte A, B, C, D einer Geraden ist 

AB + BC + 0A = 0,-f , 

CD + DA+ AO = 0;i '■ > 

;. AB + BC + CD + DA = 0. 
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ZuK. Die Summe der Strecken einer durch «Punkte be- 
stimmten Punktreihe ist null. 

3, Jeder einzelne unter «Punkten einer Geraden ist der ge- 
meinschaftliche Grenzpunkt von « — 1 Strecken. Zwischen allen 
»Punkten liegen mithin, da jede Strecke zwei Grenzpunkte hat, 



n {n — ^ 1) 



Strecken. 



Das itect. 

1. Von einem Punkte A eines wecks aus kann man nach 
einem zweiten Punkte B desselben in dem Linienzuge selbst auf 
zwei Wegen gelangen. Durch einen dritten Punkt C des «ecks 
wird aber der Weg von A nach B bestimmbar. Er ist entweder 
im Sinne der Bezeichnung ABC oder der Bezeichnung ACB zu- 
rückgelegt. Für dasselbe Dreieck ist 

ABC = BGA = GAB, 
aber ABC + AGB = 0; BGA + BAC = 0. 

2. Unter den 2 «Elementen — Seitenstrecken und Ecken — 
eines necks heisst das (w-Hl)te dem ersten, das (M+2)te dem 
zweiten u. s. w. „gegenüber liegend." Ist n eine gerade 
Zahl, so liegen gleichnamige Elemente einander gegenüber; 
wenn aber n ungerade ist, so sind die gegenüber liegenden Ele- 
mente ungleichnamig. 

Im Dreiecke liegt eine Ecke einer Seitenstrecke gegenüber, 
im Vierecke hingegen eine Ecke einer Ecke, eine Seitenstrecke 
einer Seitenstrecke. 

V. Staudt: Geometrie der Lage (1847). 79. 

3. Ein Punkt auf der Seitenstrecke eines wecks heisst ein 
Doppelpunkt, ein drei- oder wfacher Punkt, je nachdem 
das Liniengebilde zwei-, drei- oder «mal durch ihn hindurch 
geht (§ 6; 4). 

Ein weck heisst einfach, wenn es keinen mehrfachen Punkt 
hat. Ein einfaches weck bildet den Umfang eines geschlossenen 
Feldes und besitzt eine innere und eine äussere Seite. — In 
einem einfachen wecke wird eine Ecke einspringend oder 
ausspringend genannt, je nachdem die über die Ecke hinaus 
verlängerten Seitenstrecken in das vollbegrenzte Feld eintreten 
oder nicht. 
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12 Gliederung der Gebilde. § 9. 

Die Vierecke z. B. sind 

I. einfach, d. i. ohne Doppelpunkte, und zwar 
1. ohne einspringende Ecken, 

2. mit einer einspringenden Ecke versehen. 



IL ilbersehlagen, d. i. mit einem Doppelpunkte 
versehen. 

4. Ein Viereck kann durch eine Diagonale in zwei Dreiecke, 
ein Ftlnfeck durch zwei Diagonalen in drei Dreiecke, ein weck 
durch w — 3 Diagonalen, die einander nicht schneiden, in n^2 
Dreiecke zerlegt werden. 

5. Ein Viereck oder Fünfeck mit einem Doppelpunkte um- 
schliesst zwei, ein weck mit p Doppelpunkten ji 4- 1 geschlossene 
Felder. 

6. Liegen alle Ecken eines necks auf den Seitenlinien eines 
andern, so heisst echteres dem letzteren eingeschrieben, dieses 
jenem umgeschrieben. 

7. Die Dreiecksfläche, welche von einer Geraden J_B be- 
schrieben wird, welche sich um den festen Punkt A dreht und 
zugleich die Strecke BC in der Richtung von S nach C durch- 
läuft, soll durch ABC bezeichnet werden^ Dieselbe Fläche kann 

in gleicher Bedeutung auch SCA und CAB bezeichnet werden, 
so dass ABC = BGA = CAB ist. Ebenso hat man 

AGB = CBA = BAC, 

aber ABC 4- AGB = 0; .*. ABC = — AGB. 

Zus. Die FJäche eines wecks ^ifCDi'.. wird durch ^CDi'.. 
bezeichnet. 

8. Es seien B, C, I) drei Punkte einer Geraden, A ein 
Punkt ausserhalb derselben. — Alsdann ist 
BC + CD-^I)A =0 (§ 8 ; 1), also auch 

ABC -I- 400 + ABB = 0, 
.*. ÄBG ■■\- AGB = ABB. 
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9. [Ist äSCB ein Viereck, dessen 
Seitenlinien AB und DC in Z zusammen- 
treffen, so hat man, da Z, C und D auf 
einer Geraden liegen (8.): 

Jzc + ZOT + Im = 0, 

BZC + BCB -[- BDZ^ 0; 
und, weil Z, B und Ä auf einer Geraden liegen: 
BZB + SBA + DAZ = 0, 
CZB -H CBA + CAZ = 0. 
Subtrahirt man die zweite und vierte Gleichung von der Summe 
aus der ei'Sten und dritten, so erhält man leicht: 
ÄBO = 'DJB + DSC + DCÄ. 
Möbius: a. a. 0. § 17. 18. 

10. Ist ABCD ein beliebiges Viereck, und man nimmt ir- 
gendwo in der Ebene zwei Punkte P und Q an, so ist (9.); 

PÄB =^PÄ + ~qAB + ~ QBP , 
FBC = QPB + gSC^ + QCP, 
PCD = QPG + QCD + QDP , 
PDA = QPD + QDA + QAP. 
Die Summe dieser vier Gleichungen ist 

ÄBCD = q^ + ~ ÖBG + QCp + Qp~A 
= PAB + PBC + FOD + PDA. 
Da hiemach die Lage der Htllfspunkte P und ^ für die 
llächenbestimmung des Vierecks ohne Eiufluss ist, so hat man 
den Satz: 

DieFläche eines Mecks ist der Summe derjenigen 
Dreiecksflächen gleich, welche eine Gerade von ver- 
änderlicher Grösse beschreibt, deren einer Grenz- 
punkt ein beliebiger fester Punkt ist und deren an- 
derer Grenzpunkt den Umfang des neeks durchläuft. 
A. P. Möbius: Barjcentr. Calcul § 166. Änmerk. 
Zus. 1. Für das überschlagene Viereck mit 

dem Doppelpunkte X erhält man 

ABCD ^ ICDÄ -h XBG 
= XDA — XCB. 
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Zus. 2._Es_ist ABCDEFG = ABC 
+ 'ICD + ADE + Ä^F 4- ÄFG. Setzt 
man AHLDK= a, DLGK = ß, CKGLJ^ y, 
BJLH = d, EJBHF_= s, AFS = K, 
AKO = 7j, so ist ABC = a -\- ß + y 
±J_+ v_; ÄßD + A DE + AEF = - (^+ a +J" + 7 + T); 
ÄFG = ? + a + ß:.ABCI)EFG = a + 2ß + y ^ e. Die 
Coefficienten der einzelnen Felder findet man, wenn man aus der 
Umgebung der Figur zu jedem Felde stetig fortschreitet und dabei 
jeden Uebergang von der äusseren zur inneren Seite durch -H 1, 
jeden von der inneren zur äusseren durch — 1 ausdrückt. 




§ 10. 

Das vollständige nseit. 

1. Durch eine Gerade wird die 
Ebene in zwei Felder getheilt. Zwei 
Gerade, welche einander in C schnei- 
den, zerlegen die Ebene in vier offene 
Felder. Eine dritte Gerade, welche 
die beiden ersten in B und A schnei- 
det, theilt drei der vorhandenen Felder 
in je zwei Stücke. Ein vollstän- 
diges Dreiseit zerlegt mithin die Ebene in 2 + 2 + 3 = 7 
Felder, die nach der Anzahl der in ihren Grenzen liegenden 
Ecken als eineckige A, B, C, zweieckige AB, BC, AG und drei- 




eckige ABC bezeichnet \ 
a. 0. § 32. 



n-den liönnen. 



2. In einem vollständigen 
Vi er Seite (ahcä) theilt eine Sei- 
tenlinie vier von den durch die 
drei übrigen bestimmten Feldern in 
je zwei Tbeile. Das Gebilde zer- 
legt demnach die Ebene in 7 -h 4 
/ \ = 11 Felder, unter denen drei ge- 
schlossen sind. 
Nennen wir nun in einem wseit eine Seitenlinie eine 
lere oder äussere, je nachdam sie eine von den übrigen 
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begrenzte Strecke schneidet oder nicht, so hat das vollständige 
Vierseit zwei innere und zwei äussere Seitenlinien. 

Das vollHtän<lige Vierseit (ahcä) enthält drei Vierecke : 
abcä, acäh, adbc. 

3. Ein vollständiges Fünfiseit (aficde) theilt die Ebene 

in 1 + 1+2 + 3 + 4 + 5 = 1 + -^= 16Felder, unter 



denen 1 + 2 + 



4.3 



■■ 6 geschlossen sind. 




Ein vollständiges Fünfseit (abcde) kann in drei Formen 
auftreten: 

I. ohne äussere 
Seitenlinie, 

II. mit einer 
äusseren Sei- 
tenlinie e, 

III. mit zwei 
äusseren Sei- 
tenlinien , d 
und e. 

Jedes vollstän- 
dige Fünfseit (abcde) enthalte 3 = 12 
Fünfecke. Denn, wenn man von der 
Geraden a ausgeht , so können vier 
Linien in die zweite Stelle treten, in 
iien drei in die dritte, und in jeder Ver- 
in die vierte Stelle. Unter diesen 24 
asselbe Fünfeck dar, welche durch Ver- 
tauschung der Linien an der zweiten und fünften, so wie der 
dritten und vierten Stelle aus einander abzuleiten sind z. B, 
abcde und aedcb. Die 12 in (abcde) enthaltenen Fünfecke sind : 
abcde ahdec acbde acehä 
abceä abecd acbed adbce 
abdce abedc acdbe adcbe. 
4. Wird ein vollständiges (w — l)seit von einer Geraden in 
w— 1 Punkten geschnitten, so werden von den vorhandenen 
Feldern m in je 2 Theile zerlegt, so dass n neue hinzukommen. 
Auf der wten Geraden liegen w — 2 Strecken , welche eben so 
vi ele geschlossene Felder begrenzen. Ein vollständiges »»seit zer- 




jeder Verbindung zu zv 
bindung zu drei zwei 
Folgen stellen je zwei 
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"(»+ 1 ) 

2 

2 
1 , 



legt aJso die Ebene inl + l + 2 + 3+...+ ii = l + 
Felder, unter denen 1 + 2 + 3 + . . . + (k — 2) 

geschlossen sind. Es enthält femer 3.4.5...(m — 1) 

n ecke, 

Carnot: G^om. de p09. (1803). 103. 

§ 11. 
Das TollstKndi^e neck. 

1. In Betreff der Lage der Ecken eines vollständij 
Vierecks (ABCÜ) sind zwei Fälle zu unterscheiden: 



(«-!)! 



I. Jede Ecke liegt ausserhalb des Dreiecks 
zwischen den drei übrigen; 

II. eine Ecke liegt innerhalb des durch die 

drei übrigen bestimmten Dreiecks. 
( 

Nennt man eine Ecke eines vollständigen »ecks eine 
innere oder äussere, je nachdem sie von den Verbindungs- 
linien der übrigen Ecken eingeschlossen wird oder nicht, so hat 
ein vollständiges Viereck entweder keine oder eine innere Ecke. 
Jedes vollständige Viereck (ABCD) enthält drei Vierecke: 
ÄBCJ), ACDB, ABBC. 
Möbiua: a. a. 0. § 32. 
D 

2. Die Lage der Ecken eines voll- 
ständigen Fünfecks (ÄBCDE) umfasst 
drei Fälle: 

I. Jeder Eckpunkt liegt ausserhalb des 
von den vier übrigen gebildeten Vier- 
ecks; 
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n. eine Ecke, E, liegt iiinerlialb des 
von den übrigen bestimmten Vier- 
ecks ; 

III. zwei Ecken, D und E, liegen innerhalb des von den 

übrigen bestimmten vollständigen Vierecks. 
Ein vollständiges Fünfeck bat also entweder keine, oder eine, 
oder zwei innere Ecken. 

Von einer bestimmten Ecke des Gebildes kann man auf vier 
Ecken übergehen; von jeder Verbindung zu zweien auf 3 Ecken 
an dritter Stelle; von je 3 auf 2 Ecken an vierter Stelle. Unter 
diesen 4 . 3 . 2 = 24 Folgen stellen je 2 dasselbe Fünfeck dar, 
welche durch Vertauschung der Ecken zweiter und fünfter, sowie 
der dritter und vierter Stelle aus einander ableitbar sind. Die 
in einem vollständigen Fünfecke (ABC'Di') enthaltenen 4.3 = 12 
Fünfecke sind: 

ABCDE ABDEG ACBDE ACEBD 
ABGED A^ECD ACBEI) ADBCE 
ABBCE ABEDC AGBBE ADOBE. 
3. Ein vollständiges weck enthält (h— 1) (m ~ 2). .3 



J)l 



n ecke. 



B. nach den Winkeln. 

§ 12. 
Die Winkel mtt genielnschaftlicliem Sclieitel. 

1. Zwei Winkel, welche den Scheitel und einen Schenkel 
gemein haben, heissen anstossende, und zwar gleichseitig 
oder ungleichseitig anstossende, je nachdem sie auf der- 
selben oder auf verschiedenen Seiten des gemeinschaftlichen 
Schenkels Hegen. 

2. Zwei ungleichseitig anstossende Winkel, deren nicht ge- 
meinschaftliche Schenkel auf einer Geraden liegen, werden Ne- 
benwinkel genannt. 

Die Summe zweier Nebenwinkel ist ein gestreckter Winkel 
(§ 6; 11.). 
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3. Sind zwei Nebenwinkel einander gleich, so wird jeder 
Ton ihnen ein „rechter Winkel" genannt und durch R be- 
zeichnet; sind sie ungleich, so heissen sie „schiefe Winkel", 
und zwar der kleinere „spitz", der grössere „stumpf." Ein 
rechter Winkel ist also grösser als ein spitzer und kleiner als ein 
stumpfer. 

Man sagt, der gemeinschaftliche Schenkel zweier Nebenwinkel 
stehe auf der Geraden, welche die andern Schenkel enthält, 
„senkrecht" oder „schi ef", je nachdem die Nebenwinkel 
gleich oder ungleich sind. Der Scheitel heisst der „Fusspunkt" 
der senkrechten oder schiefen Geraden, „a steht senkrecht auf 
h" wird bezeichnet: »_L &. 

Zus. 1. Ein Vollwinkel (§ 6; 10.) ist vier rechten 
gleich. 

Zus. 2. Die Halbirungslinien zweier Nebenwinkel stehen 
senkrecht auf einander. 

4. Zwei Winkel heissen Supplementwinkel oder Com- 
plementwinkel, je nachdem ihre Summe einen gestreckten 
oder einen rechten Winkel beträgt. 

5. Zwei Winkel, die nur den Scheitel gemein haben und 
bei denen jeder Schenkel d^ einen Winkels die Verlängerung 
eines Schenkels des andern über den Scheitel hinaus bildet, wer- 
den Scheitelwinkel genannt. 

6. Es seien (a, h) und («', 6') Scheitelwinkel 
mit dem Scheitel so, dass a und d so wie b und 
h' eine Gerade bilden. — Dreht man die Gerade, 
auf welcher a und d liegen um so weit, bis a 
mit i zusammenfällt, so muss gleichzeitig d auch 
h' decken (§ 4; 1. Zus.). Die durch dieselbe 
Drehung beschriebenen Winkel (ß, h) und («', 6') sind 
einander gleich. 
Anderer Beweis : («, 6) 4- {b, d) — (h, d) + {d V) 

:. {a, h) = {d, &')■ 
Zwei Scheitelwinkel sind einander gleich. 
Eukl. I; 15. 

Anmerk. Eudemos, der im vierten Jahrhunderte v. Chr., kurz vor 
Euklid, eine Geschiclite der Geometrie schrieb, erzählt darin, dass Thaies 
(gest. 548 V. Chr.) den vorstehenden Lehrsatz entdeckt habe. Proklos: 
Baroc. (Patavii 1560) p. 171. 
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7. Bei drei Halbstrahlen a, 6, c hat man innerhalb eines 
Vollwinkels 

{a, b) + (6, c) = {a, c) 
:. (b, c) = («, e) - (a, h). 
Die Winkel zwischen vier und mehr Halbstrahlen lassen sich 
auf ähnliche "Weise zu Gleichungen verbinden. 

8. Ein Vollwinkel wird in 360 gleiche Theile, Grade (360«), 
ein Grad in 60 Minuten (60') , eine Minute in 60 Sekunden (60") 
eingetheilt. 

Ein gestreckter "Winkel enthält also 180", ein rechter 90". 
Anmerk. Die Tiieilung des Vollwinliels findet sich zuerst in der Zvv- 
Titiie fiatir]jiaSixri (melir bekannt unter dem arabischen Titel „Aimagest") des 
Claudius Ptolemäus, welcher von 135—141 n. Chr. zu Aiexandrien iu 
Aegypten sich mit astronomisclien Beobachtungen beschäftigte, 

§ 13. 
Die Winkel bei dre! Geraden. 

1. Wenn drei Gerade einander 
in drei Punkten Ä, B, C schneiden, 
so heissen die von den drei Seiten- 
strecken AB, BC, CA gebildeten 
Winkel Ureieckswinkel oder 
Aussenwinkel des Dreiecks, je ■ 
nachdem sie concav oder convex sind. 

Verbindet man mit der Bezeichnung ABC eines Dreiecks 
die Auffassung desselben, dass seine Strecken in der Richtung 
AB, BG, CA von dem bewegliehen Punkte einer Geraden durch- 
laufen werden, welche sich um einen Punkt innerhalb des Drei- 
ecks dreht, so sind die in dem nämlichen Drebungssinne beschrie- 
benen Dreieckswinkel: AGB, CBA, BAC, die Aussenwinkel: 
ABC, BGA, GAB. 

A. F. Möbius: Kreisverwandtsdiaft (Leipzig 1855) § 8. 

2. Wenn drei Gerade a, h, c ein- 
ander in G, A, B schneiden, so lässt 
sich die Gerade a auf zwei Wegen 
durch Rechtsdrehung um die Ecken in 
die Lage von c bringen: 

erstens, indem man sie um B dreht; 
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zweitens, indem man sie erst um C bis zum Zusammenfallen 
mit b und dann um Ä dreht, bis sie mit c zusammenfjillt. Es 
ist daher im Sinne der Reclitsdrehung 

(», ») = (», S) + (b, c). 

Die Summe zweier Dreieckswinkel ist dem Ne- 
benwinkel des dritten gleich. 

EuM. I; 32. 

Zus. 1. {a, c) + {c, a) = {a, b) + (b, c) + {c, a) =- 2iJ. 

Die Summe der drei Winkel eines Dreiecks be- 
trägt zwei lechte odei einen seNtiet-kten Winkel 
Eukl. I; 32 
Anmerk Eudemc! licliuibt die Erfindimg die&et. baUes den P^tha- 
goreern zu und giebt den Gang ihie? Beni'iaeB an nelchei wie dei dea Eu- 
klides, die Parallelen zu Hülfe nimmt — Proklos Baroc p 22a 

Zus. 2 Von den AVmkeln eines Dreiecks sind 2 stets spitz, 
nur einer kann recht oder stumpf sein. 

Ein Dreieck heisst recht- oder stumpfwinklig, je 
nachdem ein Winkel desselben recht oder stumpf ist; es wird 
spitzwinklig genannt, wenn alle drei Winkel spit^ sind. 

Von den Seitenstrecken eines rechtwinkligen Dreiecks heisst 
die dem rechten Winkel gegenüber liegende die Hypotenuse, 
die beiden andern werden Katheten genannt. 

Zus. 3, Von einem Punkte ausserhalb lässt sich auf eine 
Gerade nur eine Senkrechte fällen. 
Proklos: Baroc. p. 179. 

3. Wenn zwei Dreiecke zwei Winkel, einzeln oder 
zusammengenommen, gleich haben, so sind auch ihre 
dritten Winkel einander gleich, (2) 

Ciavius KU Enkl. I; 32. 

Zus. 1. Wenn in einem Dreiecke zwei Winkel einander 
gleich sind, so steht die Halbirungslinie des dritten auf der ihm 
gegenüber liegenden Seitenstrecke senkrecht. 

Zus. 2. Schneidet man in 

dem rechtwinkligen Dreiecke ABC 

von dem rechten Winkel BGA 

durch CD einen Theil 1)CB = BAC 

^.9 ab, so ist CD ± AB. 
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4. Wenn zwei Gerade a, b von einer 
dritten c in .B und Ä geschnitten werden, 
so entstehen acht ungetheilte Winkel. Von 
diesen sollen je zwei an verschiedenen 
Scheiteln liegende gleichwendige oder 
gegenwendige "Winkel heissen, je nachdem sie durch Dre- 
hungen der Schneidenden c in gleichem oder entgegengesetztem 
Sinne entstehen. (In der Figur sind je zwei durch zwei gerade 
oder zwei ungerade ZaJilen bezeichnete Winkel gleichwendig; von 
zwei gegenwendigen trägt der eine eine gerade der andere eine 
ungerade Zahl.) Gleich- und gegenwendige Winkel sind ent- 
weder gleichseitig oder ungleichseitig, d. h. auf einer 
Seite oder auf verschiedenen Seiten der Schneidenden befindlieh. 

5. Die Geraden a und h werden 
in zwei Punkten von e geschnitten, so 
dass an dem einen Durchschnitte die 
Winkel a, ß, y, ö, an dem andern die 
Winkel a\ ß', y, ^ hegen und die mit 
gleichen Buchstaben bezeichneten gleich- 
seitig gleiehwendig sind. Es sei nun 

I. or = «'. — Dann ist 

a + ß =ß'4-/S'(§t5;ll.ZuH.); 




+ d ^ 



211 



^ = ^ u. s. w. «' + ;3 = 2 S. U.S. w. 

Wenn zwei Gerade von einer dritten so geschnit- 
ten werden, dass zwei gleichwendige Winkel einan- 
der gleich sind, so gilt dies auch von den übrigen 
gleichwendigen Winkeln und je zwei gegenwendige 
betragen zusammen zwei Rechte, 
II. a + ß' = 2R. — Dann ist 
a + ß + a + ß' = 4.R; 
a + ß' = 2B; 
.*. ^ -j- a' = 2Jf. .*. a = «'; 

y + ß' = 2,Bn.s.vi. ß = ß' ". s. w. 

Wenn zwei Gerade von einer dritten so geschnit- 
ten werden, dass zwei gegenw endige Winkel zu- 



+ ß '- 
2-R -- 



-- 2E 



- ß- 
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sammen zwei Rechte betragen, so gilt dies auch von 
den übrigen gegenwendigen Winlceln und je zwei 
gleichwendige sind einander gleich. 
J. H. van Swinden: Geom. 23—26, 

6. Zwei Gerade ct, h werden 
von einer dritten c in B und A, 
von einer vierten d in B' und A' 
geschnitten, und es bilde e mit a 
und b gleiche gleichwendige Winkel. 
— Zieht man durch B und A' die 
Gerade e , so ist im Sinne der 

, i) + (6, e) (2). 
, a) + {a, e) 

, e) + {e, A 
e) + (e, ^ = (h, ä). 
Es werden also a und h auch von d unter gleichen gleich- 
wendigen Winkeln {a, dj = {b, d) geschnitten. 

Wenn zwei Gerade von einer dritten unter glei- 
chen gleichwendigen Winkeln geschnitten werden, 
so bilden sie mit jeder beliebigen schneidenden Ge- 
raden gleiche gleichwendige Winkel. 

7. Es werden zwei Gerade BF, GH 
von einer dritten CD in A und B so 
geschnitten, dass ^ EAC = GBO ist. 
— Dann ist 

^ GBA + BAE=^B\ 
^ FAB + ABM=2B\ 



(e, 


») 


= (« 


(«, 


e) 


= (» 


(», 


e) 


= (« 


(o 


«) 


= (* 


(» 


i) 


= (« 


(« 


d) 


= (», 



(5.) 



Die Geschnittenen EF und GS' können also einander weder 
auf der einen noch auf der andern Seite von CD einen Punkt 
gemein haben, weil sonst der gemeinsame Punkt mit A und B 
ein Dreieck bilden würde, was (nach 2.) unmöglich ist. 

Zwei Gerade einer Ebene, welche niemals zusammen treffen, 
wie weit man sie auch verlängern möge, heissen parallel oder 
gleichlaufend, „ö ist b parallel" wird bezeichnet: a\\b. 
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Zwei (ierade siod parallel, wenn sie von einer 
dritten unter gleichen gleichwendigen Winkeln ge- 
schnitten werden. 
Eukl. I; 27. 

Zus. Zwei Gerade sind parallel, wenn sie von 
einer dritten so geschnitten werden, dass dieSuinme 
zweier gegenwendigen Winkel zwei Rechte beträgt. 

Eukl. I; 28. 

8. Da zwei parallele Gerade keinen Punkt gemein haben, so 
kann die eine derselben nicht durch Drehung in die Lage der 
andern gebracht werden (§ 6; 5); sie bilden also auch keinen 
Winkel mit einander {§ 6; 7). Von zwei parallelen Geraden 
muss hingegen jeder Punkt der einen seine Stelle verlassen, wenn 
diese in die Lage der andern gelangen soll, und dies wird nui- 
durch Verschiebung feewii'kt (§ 6; 5). 

Von zwei parallelen Geraden kann die eine durch 
Verschiebung allein in dieLage der andern gebracht 
werden. 

9. Wenn die Geraden a und h 
von g unter gleichen gleichwendigen 
Winkeln geschnitten werden , so ist 
» ]| & (7.) , mithin kann a dui-cii Ver- 
schiebung allein in die Lage von & über- 
gehen (8.). Geht nun durch P, den 
Durchschnitt von h und g, irgend eine 

andere Gerade c, so kann h nur durch Drehung in die Lage von 
c gebracht werden, weil beide Linien den Punkt P gemein haben 
(§ 6; 7. Zus. 2). Es kann also auch a nicht ohne Drehung in 
die Lage von e rücken , mithin sind a und c nicht parallel (8.). 
Von allen durch P gehenden Geraden ist also nur diejenige a 
parallel, welche mit a von g unter gleichen gleichwendigeu Win- 
keln geschnitten wird. 

Zwei parallele Gerade werden von einer dritten 
unter gleichen gleichwendigen Winkeln geschnitten. 

Zus. 1. Zwei parallele Gerade werden von einer 
dritten so geschnitten, dass die Summe zweier gegen- 
wendigen Winkel zwei Rechte beträgt (5.). 
Eukl. I: 29. 
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Zus. 2. Durch einen Punkt geht nur eine Gerade, wekhe 
einer gegebenen Geraden parallel ist. 

10. "Wird von zwei parallelen Geraden «, h die 
eine a von einer dritten Geraden e geschnitten, so 
wird auch die andere b von ihr geschnitten. 

Denn, würde h von c nicht geschnitten, so wäre h \{ c. Dies 
ist aber unmöglich (9. Zus. 2.). 
Proklos: Baroc p. 233- 
Zus. Zwei Gerade sehneiden einander, wenn sie von einer 
dritten in zwei Punkten so geschnitten werden, dass zwei gleich- 
wendige Winkel ungleich sind oder die Summe zweier gegen- 
wendigen Winkel nicht zwei Rechte beträgt. 

11. Von drei Geraden 
a, h, c sei a II c und b\\ c. — 
Schneidet man c durch eine 
vierte Gerade d, so werden 
a und h ebenfalls von d ge- 
schnitten (10.) und es ist 
(d, a) = (d, c); {d, 6) = {d, c); (9.^ 
,\{d, a) = {d,h); a\[b{7.). 
Zwei Gerade sind parallel, wenn jede von ihnen 
derselben dritten Geraden parallel ist. 
EuH. I; 30. 
12. Zwei parallele Gerade haben gleiche oder 
entgegengesetzte Richtung, je nachdem sie auf derselben 
odei' auf verschiedenen Seiten der Geraden liegen, welche ihre 
Anfangspunkte verbindet. Man bezeichnet sie als „gleichgerichtet 
parallel" (M) und „entgegengesetzt parallel" (|/|). 

Zus. Die Verbindungslinie der Anfangspunkte zweier ent- 
gegengesetzt paralleler Geraden wird durch die Verbindungslinie 
irgend zweier anderer Punkte derselben geschnitten. 

§ u. 

Die Winkel zwischen vier ßeraden, 

1. Die Geraden AS und CD schneiden einander in 0, die 
Geraden A'B' und CD' in 0' so, dass OA J O'A' 00 \j O'C ist. — 
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Es sind dann die Selienkel eines jeden Win- 
kels an den Schenkeln jedes Winkels an 
0' parallel. In Bezug auf die Richtungen der 
parallelen Schenkel sind folgende Fälle zu 
unterscheiden : 

I. Beide parallele Sehenkelpaai^e haben 

gleiche Richtung; 
II. beide parallele Schenkelpaare haben 

entgegengesetzte Richtung; 
III. das eine Paar ist gleich-, das andere 

entgegengesetzt gerichtet. ÄS' und CD schneiden ein- 
ander in F. Dann ist 

1. ^AOC= JB'PD = Ä'O'C"; . „ „ 
II. < AOC = B'PD = B'O'D'; § ^^' ''■ 
IIL ^AOC= B'PI)--^B'PD + C'0'B' = 2Iii^ 13 ;9, Zus. 1.) 

.-. ^ AOC + C'O'B' = 2 B. 
Zwei Winkel mit parallelen Schenkeln 
sind einander gleich, wenn die Schenkel gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben; 

sind Supplementwinkel, wenn zwei Schenkel 
gleich-, die beiden andern entgegengesetzt gerich- 
tet sind. 

2. Jedes einfache Viereck (§ 9; S) kann durch eine Dia- 
gonale in zwei Dreiecke zerlegt werden. Da nun die Summe 
der Winkel eines Dreiecks 2 Rechte beträgt, so ergiebt sich 
der Satz: 

Die Summe der inneren Winkel eines einfachen 
Vierecks beträgt vier Rechte. 
ProkloB: Bar. p. 230. 
S.IndemVierecke^BCZ) ^ . 

schneiden einander die gegen- 
überliegenden Seitenstrecken 
BC, DAia dem Doppelpunkte 

(§ 9; 3) «• 

■^ DAB + ABO = - (BCD + CI)Ä) (§ 13; 2); 
.•. < DÄB + ABC + BCD + CDA = 8 ü. 
Die Summe der Winkel auf der andern Seite des Vierecks 
beträgt also ebenfalls acht Eechte. 
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Ein Viereck heisst übersehlagen, wenn die Summen 
seiner Winkel auf beiden Seiten einander gleich sind. 

Ein Viereck ist überschlagen, wenn es einen 
Doppelpunkt besitzt. Die Summe seiner Winkel be- 
trägt auf jeder Seite acht Rechte. 

K "Wolf: Geradlinige Gebilde in der Ebene (1841) S. 12. 
4. Ein Viereck heisst 

ein Parallelogramm, wenn je zwei gegenüber liegende 

Seitenstrecken parallel sind; 
ein Trapez, wenn nur zwei gegenüber liegende Seiten- 
strecken parallel sind; 
ein Trapezoid, wenn keine Seitenstrecken parallel sind. 
Änmork. Nach dem Bericlite von Proklos (Baroc. p. 97) rühren diese 
ngen von Posidonius her, der im ersten Jahrhunderte vor 



Chr. lebte. 

s . 5. In dem Parallelogramme 

7 ABCD ist 
/ ^ ABC 4- BCn = HCl) 

^ 'm :. ^ ABC = CDA. 

In einem Parallelogramme sind je zwei gegen- 
über liegende Winkel einander gleich. 

EuW. I; 34. 

6. In dem Vierecke ABCD sei ^ A = C, ^ B = D. ■- 
:.^Ä-hB^C-tI) = 2M;:.AD\\SC; 
^ B + C = 2) + A = 2R; :. AB \\ÜD. 
Ein Viereck ist ein Parallelogramm, wenn je 
zwei gegenüber liegende Winkel desselben einander 
gleich sind. 

Clavins zu Eukl. I; 34. 

7. In dem Vierecke ÄBCD sei AB \\ CD 

und Winkel DAß = ABC. — Da nun 
^ ABC -h BCD = BAB + CBA = 211; 
:, BCD = CDA. 
Wenn in einem Trapeze zwei an einer Parallelen 
liegende Winkel gleich sind, so sind auch die an der 
andern Parallelen Hegenden Winkel einander gleich. 
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Zus. Zwei Strecken heisseo symmetrisch (/\), 
wenn die Verbindungslinien ihrer Endpunkte parallel sind, udcI 
sie mit jeder derselben gleiche gegenwendige Winliel bilden. 

8. Wenn in einem einfachen Vierecke zwei gegenüber lie- 
gende Winkel durch eine Diagonale halbirt werden, so sind die 
beiden andern gegenüber liegenden Winkel einander gleich 
(§ 13; 3). 

§15. 
Die Winkel zwischen « Geraden. 

1. In dem Vierecke ABCB, welches 
die einspringende Ecke C hat, verlän- 
gere man AB über B nach B' , BC 
über C nach C, CD über D nach D', 
DA über A nach Ä. IVlan kann nun 
das Viereck auf folgende Weise bilden : 
Auf der unbegrenzten Geraden zi'-^ 
AB bewegt sich der Punkt A nach B, dann di^eht diese Gerade 
sich um den Winkel BBC, der bewegte Punkt durchläuft darauf 
die Strecke BC, die Gerade beschreibt in gleichem Drehungs- 
sinoe wie vorher den convexen Winkel CCD und so fort. 
Bei dieser Erzeugung des Vierecks erfolgen die Drehungen der 
unbegrenzten Geraden wie die Bewegungen des Punktes immer 
in demselben Sinne. Ist der bewegliche Punkt wieder in A an- 
gelangt, und dann ^ ÄAB besehrieben, so befindet sich auch 
die unbegrenzte Gerade in ihrer ursprünglichen Lage. Wir wollen 
die in Rede stehenden Drehungen Schwenkungen der er- 
zeugenden (unbegrenzten) Geraden nennen und ihre Summe 
mit Sn bezeichnen. 

Auf gleiche Weise kann durch abwechselnde Schwenkung 
einer unbegrenzten Geraden und Bewegung eines Punktes auf ihr, 
indem beide Bewegungen in gleichem Sinne statt finden, jedes 
Meek erzeugt werden. Da die erzeugende Gerade stets in ihre 
ursprüngliche Lage zurückkehrt, so hat sie eine ganze Zahl, r, 
Umdrehungen ausgeführt, so dass man für die Summe der 
Schwenkungen Sn, den Ausdruck erhält 
Ä. = 4»- if, 
in welchem r nicht kleiner als 1 , aber auch nicht grösser als 
w — 1 sein kann, weil keine Schwenkung den Werth 4 R erreicht. 
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Denn an einer ausspringenden Ecke (wie bei B in der 
obigen Figur d^ Vierecks) ergänzt die Scliwenkung den liolilen 
Mcekswinkel der anderen Seite zu 2 H. An einer einspringen- 
den Ecke hingegen (bei C) hat die Scliwenkung mit dem eon- 
vexen «eckswinkel einen gestreckten Winkel gemein, so dass 
ihre Summe 6 R beti-ägt. Die zu den Summen 2 B und 6 E ver- 
bundenen Schwenkungen und «eckswinkel sollen als ein- 
ander zugeordnet bezeichnet werden. 

2. Ist P,i, die Summe aller „Winkel auf einer Seite des 
«ecks" (kurzweg: „neekswinkel"), p die Anzahl der unter ihnen 
befindlichen convexen, also n — p die Anzahl der concaven Win- 
kel, Ä„ die Summe der zugeordneten Schwenkungen, so erhält 
man (1.) 

P„ 4- 5'„ == 6pli + 2{n-~p)B = 2{n+2p)E 
Subtrahirt man hiervon iS„ = 4riJ (1.), so ergiebt sieh 

P„ = 2(» + 2p ~ -2/-)B == [2n -I- 4 — r)]Ii. 
Da hiemach die Summe der neckswinkel im Allge- 
meinen nicht nur von n, sondern auch von der Anzahl der con- 
vexen Winkel und Umdrehungen abhängt, so bezeichnet man 
sie genauer durch P„ (p, ^|, wo in der Klammer der erste Buch- 
stabe die convexen Winkel, der zweite die Umdrehungen aus- 
di-ückt. 

3. Wenn p weckswinkel convex sind, so belinden sich unter 
den Aussenwinkeln ^ concave und n — p convexe. Bezeichnet 
man durch r' die Umdrehungen der den Aussenwinkeln zugeord- 
neten Schwenkungen, so ist 

P« („^p, r-i —inR — {2n + ip -- ir)n^{2n-+- 4:[n —p]—ir) R. 
Hieraus ergiebt sieh 

ti = j- -J- /; / = M — r. 

Die Summe der Aussenwinkel beträgt demnach 
Fni„ - p. „ ^ ,)^2[n + 2 (n-p) ~ 2 {n ■ r)] R 
= 2 (n+2r-2p)R^P,,fy.pi. 
Die Winkelsuramen P„ (j,, ,) und Pn (a- p, « - r) gelten also 
bei denselben Werthen von n, p und r für die beiden Seiten des- 
selben necks. Da aber nach der letzten Gleichung 

ist, so erhält man durch Vertauschung der Werthe 
von p und r in dem Ausdruck für die Winkelsumme 
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eines wecks die WinkeJsumme der andern Seite des- 
selben Gebildes. 

Zus. 1. Für ein gerades n ist iE der kleinste Werth von 
-P» (p, r), und es entspricht derselbe dem grössten Werthe von 
r — p. Man hat zur Ermittelung desselben die Gleichung 2 [n — 

2 (r -pj] M = ijß, woraus folgt r —p = ^ — 1. 

Für ein unfjerades n ist die kleinste Winkelsurame 2-R. 
Aus 2 [2 — 2 {r — p}\Ii = 2-B ergiebt sich als grösster Werth 

n — 1 
r-t- -g--. 

4. Da ein convexer Winkel > 2 .R ist , so ist auch P„ (,,, r) 
grösser als die Summe der darin enthaltenen p convexen Winke), 
und um so mehr grösser als 2p Jt. 

2\n-\-2{f —r}]R>2pE; 

Weil ferner ein hohler Winkel < 2 ij, ein convexer < 4 B ist, 
so hat man 

2(n-p)E+ipR>2iiz-i-2p — 2r) E\ 

:. 2r>p; »->|. 
Die Anzahl aller Werthe von r, welche für einen be- 
stimmten Werth von p möglich sind, ist also kleiner als 

■ - q- ' — ■^ ^ ö"! sie beträgt für ein gerades n höchstens 

^ — 1, für ein ungerades n höchstens — ^ — . 

5. Die Sumraenformel P„ (j,, ^) = 2 (« 4- 2j> — 2r) E gilt 
für p = 1 und *• =^ 1 nicht. Denn, wäre sie für diese Werthe 
gültig, so hätte man folgende gleiche Summen für die necks- und 
Aussenwinkel: 

{n -- 1) concave + 1 convexer W. = (w — 1) convexe + 1 conc. W., 
folglieh {n — 2) concave = (n — 2) convexen Winkeln, 
was unmöghch ist. 

Ausserdem ist für y = 1 und ein ungerades n die kleinste 
Wiukelsumme P„ /j »-h i \ = 2-R unmöglich, weil der stumpfe 
Winkel > 2E ist. 

6. Unter den w + 1 Werthen von p (p = o }>[% p = n) 
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gehören nur ^;+loder — ^ — , je nachdem n gerade oder unge- 
rade ist, verschiedenen weclien an; die übrigen gelten für die 
AuBsenwinke] (3.). 

Ist n eine gerade Zahl, so kann jeder unter den ^ + 1 

Werthen von p mit den ^ — 1 Werthen von r (4.) zusammen 
treten. Für einen bestimmten geraden Werth von n giebt es also 

(1 + 1) (l-i)-"^' 

verschiedene wecke. 

Wenn n eine ungerade Zahl ausdrückt, so kann jeder 

unter den — ^ — Werthen von p mit — ^ — Werthen von r sieh 

verbinden (4.) ; nur für j? = 1 ist die Anzahl der Werthe von r 

raden Werth von n giebt ea demnach im Allgemeinen 

w + 1 n — 1 ^ __ n^ — 5 

— 2~ ■ ~2~ 4 

verschiedene wecke. 

Für einen bestimmten Werth von n ist die An- 
zahl der «ecke um 1 kleiner als das Produkt aus der 
Anzahl der geraden und der ungeraden Zahlen der 
natürlichen Zahlenreihe von 1 bis n. 

7. Die necke, für welcher — i> = 1 ist, heissen gemein, 
diejenigen, für welche r — p = o, übersehlagen. Die 
kleinere Winkelsumme beträgt bei jenen 2 (w — 2)R; bei diesen 
ist auf beiden Seiten P„ = 2 w E. 

Zu den gemeinen «ecken gehören die einfachen hohl- 
wink ligenweeke mit der Winkelsumme P„ (o, i) ^2{n — 2) J^. 

Zus. 1. Wenn in einem einfachen hohlwinkligen wecke alle 

2 (k — 2) 
Winkel einander gleich sind, so beträgt jeder — ^^ B. Ist x 

die Anzahl solcher Gebilde von gleicher Eckenzahl, welche, rings 
um einen Vunkt gelegt, genau einen Vollwinkel ausfüllen, so hat man 
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Für w = 3, K = 4 und w = 6 erhält x die Werthe 6, 4, 3. 
Von gleichwinkligea necken füllen also 6 Dreiecke, 4 Vierecke 
und 3 Sechsecke den Winkelraum eines Vollwinkels aus. 

Proklos berichtet (Baroe. p. 175), dass die Kenntniss dieses 
Satzes von den Pythagoreern heiTühre. 

Zus. 2. Die kleinste Winkelsumme haben diejenigen hohl- 
winkligen »ecke, für welche n ungerade und r ~p= — ^ — 
ist, nämlich 

Zu ihnen gehören die Sternvielecke oder Drudenfüsse. 

Die Winkelsumme eines Sternfünfeeks bestimmte G. Cam- 
pano im 13. Jahrh, nach Chr. 

Zus. 3. Ein weck heisst regelmässig, wenn seine Seiten- 
strecken und Winkel einandei gleich sind 

8. Wir wenden die vor=itehenden Satze auf bestimme Fälle 
an. Für k = 3 und p = ö ist y = 1 (4.). Es giebt also nur 
ein Dreieck (6.) mit der WmkeKumme P3:o,i) = 2i^. 

An Vierecken giebt es diei Formen 



p4(o,i, = 47;;P4(i,2) = 4J?; P,^2 
Die fünf Formen der Fünfecke sind 



P5(o,i)— 6-R;P5io,2) = 2Ji;P5a.3)=6J?;PM3,2) = 10iJ;P5a3) = 6-R. 
Anmerk. Die Unterscheidung der necksformen und die Bestimmung ihrer 
WinkelBummen verdanken wir Rudolf Wolf: Geradlinige Gebilde in der 
Ehene (1841) g 12—16. 

9. Ein einfaches «eck (§ 9; 3) kann durch innere Diago- 
nalen, die einander nicht sehneiden, in Dreiecke zerlegt werden. 
Schneidet man ein Dreieck ab, so zerfällt das n eck in 
ein Dreieck und ein {n — 1) eck. 
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Schneidet man zwei Dreiecke ab, so hat man 

zwei Dreiecke und ein (n— 2)eck. 
Schneidet man nach einander (w ~ 3) Dreiecke ab, so hat man 
{n — 3) Dreiecke und ein [n— (n — 3)] eck ^ w — 2 Dreiecke. 

Ein einfaches weck kann durch Diagonalen in 
(m — 2) Dreiecke zerlegt werden; die Summe seiner 
Innenwinkel beträgt also(K — 2)2S. 

Zus. Fügt man zu den Innenwinkeln eines einfachen necks 
ihre Nebenwinkel, so erhält man 2nR. Die Summe der Neben- 
winkel ist also 4 R. 
Proklos (Bar. p, 230). 

10. Die erzeugende Gerade (1.) bildet zugleich mit dem 
«eck ein vollständiges nseit und die übrigen wecke desselben 
(i 10; 4). Die Winkel des wseits sind mithin auch durch die 
eines «ecks bestimmt, oder genauer: durch« — 1 Winkel des 
)»ecks. Denn je zwei auf einander folgende W^inkel desselben 
bilden mit ihren drei Schenkeln ein Dreieck, dessen dritte Ecke 
dem nseit angehört, und in welchem an dieser dritten Ecke durch 
jene beiden ein Winkel bestimmt ist. Solcher Dreiecke ßnden 
sich M ~ 2. Ebenso bilden die vier Schenkel von je drei auf 
einander folgenden Winkeln ein Viereck, in welchem die vierte 
Ecke dem «seit angehört u. s. w. Es sind also durch w — 1 
Winkel bestimmt die Winkel an 

n- 2 dritten Ecken von Dreiecken mit je zwei folgenden Winkeln, 
n — 3 vierten „ „ Vierecken „ „ drei „ „ 

2 («-Ijten „ „ (M-l)ecken „ „ (w-2) „ „ 

1 Mten Ecke eines necks „ „ {n-1) „ „ 

Diese 1 -1-2 + 3+.. + (« — 2) Ecken bilden mit den ge- 
gebenen n — 1 sämmtliche — ^^-^- — Ecken des wseits. Dureli 

einen Winkel an jeder Ecke sind aber die drei übrigen als Schei- 
tel- oder Nebenwinkel bestimmt. So hat man den Satz: 

In einem vollständigen wseite sind durch « — 1 
Winkel eines darin enthaltenen wecks sämmtliche 
Winkel bestimmt. 

Carnot: Gäom. de pos. 192, 



y Google 



(TÜddorunff ilor (ifbililo. § l(i. ^^ 

C. nach ihrer perspeetivischen Lage. 

§ 16- 
a) StralilbUschel und Stralilliündel. 

1. Der Inbegriff von allen Geraden, die durch einen Punkt 
gehen, wird ein Stralilbüschel, und von allen Geraden, die 
einer Geraden parallel sind, ein Strahlbündel genannt. Jede 
Gerade eines Büschels oder Bündels heisst ein Strahl, Alle 
Strahlen eines Strahlbüsehels haben den Projectionspunkt. 
gemein. 

Zus. Der Projeetionspunkt theilt jeden Strahl in zwei 
Ilalbstrahlen. Wird ein Strahl eines Strablbündels von einer 
Geraden geschnitten, so werden alle Strahlen von ihr geRCbnitten 
{% 13; 10). Die sehneidende Linie theilt auch jeden Strahl in 
zwei Ilalbstrahlen. 

J.Steiner: System. Entw. S. XIII. — Bretschneider: Lclirgeb. der 
nied. Geom. (1844) g m. 

ß) l'rojeetivisclic tiüliilde. 

2.Zwei Gebilde ^BCD..,-4'.F'C'D'. . liegenperspectiviseh, 
wenn jedem Punkte A des einen ein Punkt A' des andern 
so entspricht, daas die entsprechenden Punkte stets auf einem 
Strahle desselben Strahlbüsehels oder Strablbündels liegen, beide 
Gebilde von jedem Strahle in entsprechenden Punkten geschnitten 
werden. 

In zwei perspeetivischen Gebilden heissen zwei Strecken 
entsprechend, wenn ihre Endpunkte einander entsprechen — 
zwei Gerade, wenn sie durch je zwei entsiirechende Punkte 
gehen — zwei Winkel, wenn die Schenkel des einen denen 
des andern entsprechen. 

3. Zwei perspectivische Gebilde heissen gleiehwendig 
oder gegenwendig, je nachdem sänimtliche entsprechende 
Winkel (2.) in gleichem Drehungssinne (in beiden rechts herum 
oder in beiden links herum) oder in entgegengesetztem Drehungs- 
sinne (im einen rechts, im andem links herum) von entsprechen- 
den Strecken besehrieben werden. In beiden Fällen werden die 
Winkel gleichartig genannt. Als ungleichartig hingegen 
werden die Winkel bezeichnet, wenn sie theils gleiehwendig, 
theils gegenwendig sind. 
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4. Lässt man das eine von zwei perspeetivischen Gebilden 
durch irgend eine Bewegung aus der perspeetivischen 'Lj^e her- 
austreten, ohne dass die gegenseitige Lage seiner Punkte sich 
ändert, so sind beide Gebilde in schiefer Lage. 

5. Zwei Gebilde können perspeetiviseh liegen: 

1. auf einem Strahlbündel. Die entsprechenden Strecken 
bilden mit den Strahlen 

1) gleiche Winkel: Congruenz, 

2) ungleiche Winkel, Die entsprechenden Geraden schnei- 
den einander 

a) anf einem Strahle des Bündels : Affingleichheit, 

b) auf einer Geraden, die kein Strahl ist : A f f i n i t äl t. 

IL auf einem Strahlbüschel. Die entsprechenden Geraden 

1) sind parallel: Äehnlichkeit, 

2) treffen auf einer Geraden zusammen: Collineation. 

6. Zwei Gebilde, welche so beschaffen sind, dass sie in 
der eben (5.) angegebenen Weise perspeetiviseh liegen können, 
gleichviel, ob sie augenblicklich perspeetiviseh oder schief liegen, 
heissen projectivisch. Jede Gerade, die zwei entsprechende 
Punkte derselben verbindet, wird ein P r o j e c t i o n s s t r ah 1 genannt. 



Drittes Haiiptstüek: 

Die Congruenz. 

Eiiilciluug', 

L Zwei Gebilde heissen c o n g r u c n t , wenn sie 
perspeetiviseh anf einem Stuahlbündel so liegen 
können, dass ihre entsprechenden Strecken an ent- 
sprechenden Punkten mit den Strahlen gleiche Win- 
kel bilden. Das Zeichen der Coiismenz ist ^. 
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2. Die gleichen Winkel, welche zwei congraente Strecken in 
perspectivischer Lage mit den Strahlen bilden, sind entweder 
gleichwendig (wiebeil,), oder 
gegenwendig (wie bei II.). 
Im ersten Falle sind die '^ 
entsprechenden Strecken parallel (§ 13; 7), im zweiten sym- 
metrisch (§ 14; 7. Zus.). 

3. Zwei Strahlhüschel sind congnient, wenn je uwei ent- 
sprechende Strahlenwinkel einander gleich sind. 

4. Wir betrachten zunächst die geradlinigen und dann 
die Kreis gebilde. 

Unter den geradlinigen Gebilden gehen naturgeinäss die 
Strecken den »i ecken voran. 



A. öeradlinige Gebilde. 

§ 18. 
ConsrueiiK fler Strecken. 

In dem Dreiecke ABG seien die der e 



Seitenstreeke Aß anliegenden Winkel GAB und 

ABC einander gleich. — Zieht man durch C, 

die Gerade ^F\AB, so ist ^ GAB = AGF.] 

^ ABG = FGB] ;. ^ AGF = FCB. 

GA und CB liegen also symmetnsch zwischen den ParaHelen AB, 

FF, und sind congruent (§ 17 ; 2). 

Halbirt man den Winkel BGA durch eine Gerade, welche 
AB in B schneidet und dreht das Dreieck BCD um GB als 
Axe, so fällt ^ wenn B die Ebene GAB erreicht — BT) mit 
AD (§ 13; 3. Zus. 1), GB mit GA, mithin auch B mit A zu- 
sammen. Demnach ist 

GA = GB; AB = BI). 

I. In einem Dreiecke liegen zwei gleichen Win- 
keln gleiche Seitenstrecken gegenüber. 

Eukl. I; 6. 

II. Wenn in einem Dreiecke zwei Winkel einander 
gleich sind, so steht die Halbirungslinie des dritten 
auf der diesem Winkel gegenüber liegenden Seiten- 
strecke in ihrer Mitte senkrecht. 
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Zus. 1. Wenn in einem Dreiecke alle Winkel einander p;leich 
sind, so sind auch alle seine Seitenstrecken einander gleich. 

Zus. 2. Wenn in einem Dreiecke die Halbirungslinie eines 
Winkels auf der ihm gegenüber liegenden Seitenstrecke senkrecht 
steht, so sind die beiden übrigen Seitenstreeken gleich. 

2. Ein Dreieck heisst gleichseitig, gleichschenk- 
lig oder ungleichseitig, je nachdem alle seine Seitenstrocken 
oder nur zwei derselben einander gleich, oder alle ungleicli sind. 
Eukl, I. ErWär- 24-26. 
Die ungleiche Seitenstecke eines gleichschenkligen Dreieclis 
wird seine Basis, die derselben gegenüber liegende Ecke die 
Spitze genannt. 

3. Wenn in einem Drei- 
ecke ABC eine Seiten- 
strecke BG durch eine von 
der gegenüber liegenden 
Ecke ausgehende Gerade 
ü E senkrecht halbirt 
ird,sosinddieunget heil- 
ten Winkel (BCJ , ABC) und Seitenstreeken (AJi, AXJ) 
einander gleich. 

Clavius (1589) zu Eukl. I; 26. 
Denn wäre ^ ABC nicht gleich BGA, hingegen läge auf 
BC ein Punkt D so, dass man ^ ABC = I)CÄ hätte, alsdann 
müsste AE die Halbirungslinie des Winkels CAB (weil auch 
^ CEA = BEA = R), folglich ED = CE (l. IL) sein. Letzteres 
ist jedoch nur möglich, wenn D mit B zusammenfällt, oder 
^ ABC = BCÄ ist. Sind aber diese Winkel gleich, so ist auch 
VA = BA. W. z. b. w. 

4, In dem Dreiecke ABC seien die Seitenstrecken CA und 
BA einander gleich. — Halbirt man den Winkel BAC durch 
eine Gerade, welche BC in E sehneidet, und dreht das Dreieck 
BAE um AE als Axe so weit, bis B mit C zusammenfällt, so 
zeigt sich, dass ^ ACE == ABE, ^ AEC = AEB und 
CE = BE ist. Man hat also folgende Sätze: 

I. IneinemDreieeke liegen zwei gl eichen Seiten - 
strecken gleiche Winkel gegenüber; 

oder : zwei gleiche Strecken mit gemeinschaftlichem Anfangs- 
punkte liegen symmetrisch. 
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Eukl. I; -5. — Proklos (Barot. p, 143) sclireitit die Entdeckung dieses 
Satzes dem Tliales zu. 

II. Wenn in einem Dreiecke zwei Seitenstrecken 
^■leich sind, so steht die Halbirunj^slinie tles einge- 
schlossenen Winkels auf der dritten Seiteiist recke in 
der Mitte senkrecht. 
Clir. CUvins zu Eukl. I; 20. 

Zus. 1. Im gleichseitigen Dreiecke sind alle Winkel 
filcich. 

Zus. 2. In einem gleichschenkligen Dreiecke steht 
die gerade Verbindungslinie zwischen der Mitte der Basis und der 
Spitze auf der Basis senkrecht und halbirt den Winkel an der 
Spitze. 

Zus. 3. Die Senkrechte, welche man aus der Spitze eines 
gleichschenkligen Dreiecks auf die Basis fällt, halbirt die letztere, 
sowie den Winkel an der Spitze. 

5. Die Strecken AB und A'B' seien 

symmetrisch. — Wenn die beiden Strecken 

einander in G schneiden, so ist 




^ CAA' = CÄÄ und ^ CBB' = GB'B. 

;, CA = OA; OB' = GB (1 ; I.); 
.'. GA' - CB = CA — CB, oder B'Ä = BA. . -f 

Zw ei symmetrische Strecken sind einander gleich. 

Zus. 1. Nennt man ein Trapez gleichschenklig, wenn 
die nicht parallelen gegenüber liegenden Seitenstrecken einander 
gleich sind, .so lässt sich der vorstehende Satz auch so ausdrücken: 

Ein Trapez ist gleichschenklig, wenn an jeder 
parallelen Seiten st recke desselben zwei gleiche 
Winkel liegen. 

Zus. 2. Fällt man aus G eine Senkrechte auf die Parallelen, 
welche BB in JJ, AÄ in £ schneidet, so ist BB = .B'D und 
AE = A'B, ^ AGB = ACE (i. Zus. 3). 
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6. ÄA'B'B ist ein Pai'allelogi'amm. 
— Zieht man von S aus nach AA' 
eine Gerade BD so, dass -^ BAD = BDA 
ist, so ist auch 
ADA' ^ BDÄ = B'Ä'D, 

BD und BA sind also gleicli (1 ; I.). Ebenso ist BD = B'A' (5.) 
.*. AB = AB. 
Parallele Strecken zwischen parallelen Geraden 
sind einander gleich. 

Oder: In einem Parallelogramme sind die gegen- 
über liegenden Seitenstrecken einander gleich. 
Eukl. I; 34. 
7. Da zwei symmetrische oder parallele Strecken, die von 
Parallelen begrenzt werden, congruent heissen {§ 17; l. 2), so 
lassen sich die beiden vorstehenden Haiiptsätze so zusammen- 
fassen: 

Z\yei congruente Strecken sind einander gleich. 
8. In dem Trapeze ÄA'B'B 
seien die nicht parallelen gegenüber 
hegenden Seitenstreckeii AB und A!B' 
einander gleich. — Zieht man durch 
4' t Ä A' B eine Parallele zu BA, welche AÄ 
in ü schneidet, so ist B'G = BA (G.), 

.'. BC = BA'; :. ^ B'A'C = B'ÜÄ (4): 
.-. ^ BAA' ^ B'CÄ = BA'A, 
AB und A'B' sind also symmetrisch und congruent. 

Wenn zwei gleiche und nicht parallele Strecken 
perspectivisch zwischen zwei Parallelen liegen, so 
sind sie symmetrisch. 

Zus. Wenn zwei gleiche Strecken perspectivisch 
zwischen zwei Parallelen liegen, so sind sie ent- 
weder symmetrisch oder parallel, mithin stets con- 
gruent. 

B F c 9. In dem gleichschenkligen Trapeze 
ABCB sei AB || CD, E die Mitte von AB, 
F die Mitte von CD. — Zieht man MF 
\ \ und von F nach AB die Geraden FG \\ BA, 
)fH\\CB, so ist 
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AG = BH (6.); .*. AE - AG == BE — BH oder GE = HE; 
■ .% EF ± Gif (4. Zus. 2); .EF J. CD. 

In einem gleichschenkligen Trapeze steht die 
Gerade zwischen den Mitten der parallelen Seiten- 
strecken auf diesen Stiecken senkrecht, 

10. In dem Tiapeze .AJiCB seien die parallelen Sciten- 
streckeu AB, CD in E und F von der Geraden EF senkrecht 
halbirt. — Zieht man durcli F nach AB die Geraden FG 1| BA 
und F1I\\ CB, so ist 

AG = BH {6.}; .'. GF = HE. 
A GF ^ HF (3.); ylD = £6' l6.). 
Ein Trapez ist gleichschenklig, wenn seine pa- 
rallelen Seitenstrecken durch eine Gerade senk- 
recht iialbirt werden. 

Z US. Die Gerade, welclie die parallelen Seitenstrecken eines 
gleichschenklichen Trapezes senkrecht halbirt, geht durch den 
Schnittpunkt der symmetrischen Seitenstrecken (4. Zus. 3). 

11. In dem einfachen Vier- ^, .e 

ecke ABCB sei AB \\: BC. - I 

Zieht man durch D eine Gerade / / 

parallel zu AB, und trifft dieselbe / / 

BC in C, so ist AD = BC (6.). ^^ ^ 

Mithin ist BC = BC' ; C fällt also mit C zusammen, so dass 
AB II DC ist. 

Ein einfaches Viereck ist ein Parallelogramm, 
wenn zwei gegenüber liegende Seitenstrecken des- 
selben gleich und parallel sind, 

Eukl. I; 33. 

12. Uebersicht, — Die pei-spcctivische Lage von uwei 
congruenten Strecken umfasst demnach folgende Fälle; 

Die congruenten Strecken sind 

I. symmetrisch und haben 

a) einen Endpunkt gemein : als die gleichen Seitenstrecken 
eines gleichschenkligen Dreiecks; 

b) keinen Endpunkt gemein: als die gleichen und nicht 
parallelen Seitenstrecken in einem gleichschenk- 
ligen Trapeze. 

II. parallel: als gegenüber liegende Seitenstrecken eines 
Parallelogramms. 
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Da die Bedinyungön der Gleiiihhöit in .schärferer Be- 
grenzung hervoi'treten, wenn die der Ungleichheit daneben 
gestellt werden, so folgt 

g 19. 
llufe'Ieiehlnjit von StreckBU. 

1. In dem Dreiecke ABO sei AB > ÄÜ. — 
Schneidet jiian von AB die Strecke Aü' = AC 
ab und zieht CC, so ist 

<C AC'C = CCA (g 18: 4. L); 

< ACO ABCil 13; 2.). 

.*. < Ü'GA > ABC, und daher < BGA > ABC. 
Dreiecke liegt der grösseren von Kwei 
Seitenstrecken der grössere Winkel gegenüber. 
Eukl. I; 18. 
Zus. Die Theile des Winkels BGA = •/ lasse« sich durch 
/ und ^ ABC = ß bestimmen. Es ist uiluilich 

I. < AÜ'C + C'CA. = ^ + y = 2 , G'GA; 

II. < BCC = y - G'GA ^ ■/ — — i-^. 

_ y ~ß 




2. In einem Dreiecke liegt dem grösseren von 
zwei Winkeln die grössere Seitenstrecke gegenüber. 
Euki. I; 19. 

Beweis; In dem Dreiecke ABC sei < BGA > ASG. — 
Dann ist AB > AC, weil weder AB = AG, noch AB <i AC 
sein kann. Denn, wäre AB = AC, so müsste ^ BGA = ABC 
(§ 18; 4), und wäre AB < ^C, so müsste BGA < JßC (I.) 
sein. Beides aber widei'sprieht der Voraussetzung. 

Anmerk. Der vorstehende Satz kann mit Hülfe von 1, Zus. auch leicht 
direkt bewiesen werden. 

Zus. 1. In einem Dreiecke liegt dem rechten oder stunijifen 
Winkel die grosseste Seitenstrecke gegenüber. 

Zus. 2. Unter allen Verbindungslinien eines 
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Punktes mit einer Geraden ist die senkreelite die 
kleinste; von zwei schiefen ist diejenige die grössere, welche 
mit der senkrechten den grösseren Winkel einschliesst. 

Zus. 3. Die Strecke, welche einen Punkt mit einer Ge- 
raden senkreclit verbindet, heisst der Abstand des Punktes 
von der Geraden. Ebenso wird eine Strecke der Abstand 
•zweier Parallelen genannt, welche sie senkrecht verbindet. 

3. Verlängert man in dem 
Dreiecke ABC die Seitenstrecke 
AB über S um BC = BC und 
zieht CC\ so ist < BCC = CC'Ä 
(§ 18; 4); A 

< ACG' > BCC; ^ ACC > CC'A; 
:. AC > AC, oder AB -h BC> AC (2.). 
In einem Dreiecke ist die Summe zweier Seiteii- 
st recken grösser als die dritte. 

Kukl. I; 20. 
Zus. BC >■ AC — BA. In einem Dreiecke ist der Unter- 
schied zweier Seitenstrecken kleiner als die dritte. 

4. In dem einfachen Vierecke 
ABCD sei A eine einspringende 
Ecke. — Verlängert man BA über 
A bis zum Durchschnitte X mit CB, 
so ist 

AX + XT> > AI> 
BC + CX> BA + AXi 
:. BC + CD > BA + AT). 
In einem Vierecke nnt einspringender Ecke ist 
die Summe der an derselben zusamnienstossenden 
Seitenstreckeu kleiner als die Summe der beiden 
übrigen. 
Eukl. I; 21. 

5. In dem überschlagenen Vierecke ABCD 
schneiden einander die Seitenstrecken AB und 
CD in dem Doppelpunkte X. - Nun ist 

AX + XD > AD 

CX ■+- XB > BC 

:. AB + CD -;> BC + -ID. 
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In einem überschlagenen Vierecke ist die Summe 
der Seiteiistreeken mit dem Dopiielpiinkte grösser 
als die Summe der beiden übrigen. 
L. Kunze: Geometrie (1842) g 29. Zus. 

^W^^ 6. In dem Dreieclce A TSC werde die Seiteii- 

/J^V^ strecke ,BC von der Geraden, welche AB in D 
fx I ^Sy^ senkrecht halbirt, in E geschnitten. ~ Zieht' 
AHB man JJE, so ist 

ÄE -- BH (§ 18; 3); 
.-. AE -^ EC^ BG. 
AE 4- EG > AC; 
:. BG > AC. 
Von zwei Seitenstrecken eines Dreiecky wird die 
grössere von der Geraden geschnitten, welche die 
dritte Seitenstrecke senkrecht halbirt, 

Chr. F. Pfleiderer; Scholien zu EiiM. Elem. (1827) Heft 1. S. 195. 
Zus. 1. Die Gerade, welche die Basis eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks senkrecht halbirt, geht durch die Spitze desselben. 
Zus. 2. Die Spitzen aller gleichschenkligen 
Dreiecke, welche die Basis gemein haben, liegen auf 
der Geraden, welche die Basis senkrecht halbirt. 

7. In dem einfachen Vierecke ABCD 
sei AB = AD und BO > CD. — Zieht 
man die beiden Diagonalen und halbirt den 
Winkel BAD, so schneidet diese Halbirungs- 
linie die Diagonale BD in ihrer Mitte E 
senkrecht (§ 18; 4, IL) und geht durch 
einen Punkt F der Strecke BC (6.). Also ist 
^ DAG < GAE. 
Der vorstehend entwickelte Satj; kommt am häufigsten in folgen- 
der Auffassung zur Anwendung: 

Wenn zwei Dreiecke, ABG und ADC, in zwei Sei- 
tenstrecken übereinstimmen, so liegt der grösseren 
dritten Seitenstrecke der grössere Winkel gegen- 
über. 

Eukl. I; 25. 

8. In dem einfachen Vierecke AEGD sei AB = AD, und 
die Diagonale AC theile den Winkel BAD in die Thetle GAB 
>> DA.G. — Die Halbirungslinic des Winkels 7JAD geht also 
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durch den Winkel BJC, schneidet BD in dem Mitteipunlite i' 
senlirecht und theilt BC in F. Es ist mithin 
BO > CD (Q.). 
Wenn zwei Dreieclce, ABO und ÄDC, in zwei Sei- 
tenstreclcen übereinstimmen, so liegt dem grösseren 
eingeschlossenen Winkel die grössere dritte Sciten- 
strecke gegenüber. 

Eukl. I; 24. 

9. In dem einfachen Vierecke ABCD 
seien die gegenüber liegenden Winkel 
ABC = ÄDC recht oder stumpf. Femer A^ 
sei AB > AB. ~ Nun ist 
< BDÄ > ABB (1.) ; /. ^ CBB < DBC; 

:. BC < DC {2.). 
Wenn zwei Dreiecke, ABC und ADC, in einer Sei- 
tenstrecke und dem ihr gegenüber liegenden rech- 
ten oder stumpfen Winkel übereinstimmen, und es 
ist die zweite Seitenstrecke im ersten Dreiecke 
grösser als im zweiten, so ist die dritte im ersten 
kleiner als im andern. 

10. In dem überschlagenen Vierecke 
ABCD schliesscn die in B zusammenstossen- 
den Seitenstrecken mit der Diagonale BD 
und ihrer Verlängerung BF gleiche Winkel 
CBD = ABF ein. — Verlängert man CB 
über B um BE = BA und zieht EA, welche ^ F ^ 
Linie von DB in F geschnitten wird, so ist AB in F durch 
BF senkrecht halbirt (§ 18; 4. IL), 

.*. DA = DE (6. Zus. 2); 

CB + BE < CB + DE (3.); 

.*. CB -t BA < CD + DA. 

Wenn in einem überschlagenen Vierecke die an 

einer Ecke zusammenstossenden Seitenstrecken mit 

der Diagonale gleiche Winkel bilden, so ist ihre 

Summe kleiner als die der übrigen Seitenstrecken. 

Nacli Heliodor von Larissa hat Ilero von Alexandvien (284—221 v. 
Chr.) diesen Satz in seiner Katoptrili bewiesen. BoBsut: Gcsclüdite der 
Matli., übei's. von Eeimer (1804). I. S. 282, 
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11. In dem einfachen Vierecke ABCD 
sthliesse die Diagonale BD mit den iiii- 
fjleiülien Seitenstrecken AB, B<J gleiche 
Winliel ABB = BBC ein. ~ Schneidet 
man von dem grösseren Schenliel AB des 
Winkels ABC die Strecke BE = BC alj 
und zieht J5£ nebst GB, so wird CE diircii BD senkrecht halbirt 
(§ 18; 4. IL), es ist daher DC = DE (,§ 18; 3) und 
■ AE^ DA— DE (3. Zus.) 
.'. AB - BC> DA - DC. 
Wenn in einem einfachen Vierecke die an einer 
Ecke üusamnten treffenden Seitenstreckeii iriit der 
Diagonale gleiche Winkel bilden, so ist ihr TJnter- 



chied gröl 
strecken. 



5er als der zwischen den übrigen Seiten- 



§20. 
Cong'ruenz der Vrelecke. 

1. Wenn von einem Dreiecke zwei Seitenstrecken gezeichnet 
sind, so ist durch die freien Endpunkte derselben die dritte be- 
stimmt. Zwei perspectivisch congruente Streckenpaare zweier Drei- 
ecke können nun folgende Lagen haben; 
I. Beide Paare parallel; 
II. „ „ symmetrisch ; 

IIL Ein Paar parallel, das andere symmetrisch. 

c (/' 2. Zwei Dreiecke ^BC und 

A'B'C liegen perspectivisch zwi- 
schen Parallelsti-ahlen und es 
sei AB 11 A'B und BC \\ BC\ - 
Nun ist, wenn ^: bedeutet: = 
und II, 

BB \\. AÄ; CC # BB' (§ 1-8; 6) 
/. AA' .\\. CC; :. AC W: A'C (§ 18; II). 
Wenn von zwei Dreiecken, die perspectiv! seh 
zwischen Parailelstrahlen liegen, zwei Seiten- 
strecken des einen den entsprechenden des andern 
parallel sind, so sind auch die dritten parallel. Die 
Dreiecke sind also congruent (§ 17; 1. 2.), 
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Zus. Zwei perspeetmsehe Dreiecke sind g]e 
wenn ihre entsprechenden Strecken parallel laufen. 

3. Die Dreiecke ASC 
und Ä'B'C liegen perspecti- 
visch zwischen Parallelstvalilen 
und es seien die entsprechen- 
den Strecken AB und A'B', 
JiCuml B'C symmetrisch. — 
Wenn man die Strecken ^ 
AÄ', BS, CO' in I), E, F 
halbirt, so ist (§ 18; 9) DE 

senkrecht auf AJ! und BB\ EF senkrecht auf BB' und CO'. 
Da aber in E nur eine Senkrechte auf BB' möglich ist, ro ist 
DFF eine Gerade. 

.'. AC A A'C f§ 18; 10). 

Wenn von zwei Dreiecken, dieperspertivischauf 
einem Strahlbündel liegen, zwei Seitenstrecken des 
einen den entsprechenden des andern symmetrisch 
sind, so sind auch die dritten symmetrisch. Die 
Dreiecke sind also congruent (§ 17; 1. 2). 

Zus. 1. Die entsprechenden Strecken BC und B'C, so wie 
AB und A'B' schneiden einander auf der Geraden BE (§ 19 ; ö. 
Zus. 2). Auf dieser Linie liegt auch der Durchschnitt von AC 
und A'C. Die Gerade J)E wird die Symmetrie-Äxe der 
Dreiecke ABC und ÄffC genannt. 

Wenn zwei Dreiecke perspecti visch liegen und 
ihre entsprechenden Seiten st recken symmetrisch 
sind, so schneiden dieselben einander auf einer Ge- 
raden, welche die Strecken zwischen entsprechen- 
den Punkten senkrecht halbirt und die Symmetrie- 
Axe der Dreiecke heisst. 

Zus. 2. Zwei perspectivisehe Dreiecke sind gegen wendig, 
wenn ihre entsprechenden Strecken symmetrisch liegen. 

4. Die Dreiecke ABC und s b d 

ABC liegen perspectiviseh zwi- y\ 

seilen Paralletstrahlen , so , dass ..y'\£ . . _ 

Ali II AB und BC /\ BC ist. — .^^^"^ ^ 

Liegt der Punkt D auf der Ver- ^ 
imgei-ang von BB über JJ', so ist 
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< ABJ) = A'l/I); 

< C£D = 180" - c'jrj). 
Ist nun -^ CSD spitz, so hat man 

^ GBl) < C'ß'J). 
Subtrahirt man diese Ungleichheit von der ersten Gleidnuig, so 
ci'giebt sich 

^ ASC > A'B'C. 
.: AC> A'C (§ 19; 8). 
Die Strecken AC und A'C sind also nicht congruent Die 
Dreiecke ASO und A'B'C sind daher ebenfalls nicht congruent. 
Berücksichtigt man Nr. 2 und Nr. 3, so erhält man den Satz : 

Wenn zwei Dreiecke perspecti visch auf einem 
Strahlbündel liegen, so sind sie nur dann congruent, 
wenn zwei Seitenstrecken des einen den entspre- 
chenden des andern parallel oder symmetrisch sind. 

5. Aus dem vorstehenden Satze (4.) ergiebt sich sofort: 

In zwei congruenten Dreiecken sind die entspre- 
chenden Seitenstrecken und Winkel einander gleich. 

Denn, je zwei entsprechende Strecken sind gleich, weil sie 
congruent sind (§ 18; 7); und je zwei entsprechende Winkel sind 
die gleichen Unterschiede von zwei gleichen, zwischen ihren Schen- 
keln und einem Parallelstrahle liegenden, Winkelpaaren. 

6. Wenn die Seitenstrecken eines Dreiecks denen eines an- 
dern der Reihe nach gleich sind, so lege man an das eine Dreieck 
ABC das andere A'S'C so an, dass in A und B zwei entsprechende 




Grenzpunkte gleicher Strecken zusammenfallen, und die andern ent- 
sprechenden Strecken BC = BC und AC ^ AG' auf verschie- 
denen Seiten von AB liegen. Zieht man nun durch A und B 
Parallele zu CC so ist 

AC A äC, BC i\ BC {§ 18; 8); 
.-. ABC '^'KRG (3.). 
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Zwei Dreiecke sind congruent, wenn die Seiten- 
Strecken des einen denen des andern der Ileihe nach 
gleich sind. 
Eukl. I; 8. 

7. In den Dreiecken ABC und 
A'B'C sei AB. = J'B\ BC=B'C' 
und < ABC= A'B'C. - Es kann 
nun weder AC ;> A'C , noch AC a ~b ^' 
<; ÄC sein, weil im ei-sten Falle ^ ABC ^ ÄJ^C , im zwei- 
ten ^ ABC < Ä:^C' sein mUsste (§ 19 ; 7) , beides aber der 
Voraussetzung widerspricht. Mithin ist AC =^ Ä'C\ und die bei- 
den Dreiecke sind congruent (6.). 

Zwei Dreiecke Kind congruent, 
Seitenstrecken und dem eingescli 
übereinstimmen. 

Eiikl. I; 4. 

8. In den Dreiecken ABC, A'B'C sei AB = Ä'B\ < CAB 
= CÄB; ^ ABC = A'B'C. — Wäre nun A'C nicht gleich 
AC, so mÜsste entweder auf der Strecke A'C oder auf ihrer 
Verlängerung ein Punkt P so liegen, dass man AC = A'P hätte. 
Alsdann würde A^G ^ A'ST (7.) , mithin ^ ABC = AffP 
(5.) und ^ A'B'P = A'B'C sein. Da dies nur möglich ist, 
wenn P mit C zusammenfalJt, so ergiebt sich A.C = A'C und 
hieraus die Congruenz von ABC und A'B'C (7.). 

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn sieineiner 
Seitenstrecke und den ihr anliegenden Winkeln über- 
einstimmen. 

Zusatz. Wenn in zwei Dreiecken ABC, Ä'B'C, AB = AB' 
< ABC = A'B'C und -^ BGA = B'CA ist, so sind auch die 
Winke) CAB und G'Aff einander gleich (§ 13; 3), die Dreiecke 
also congruent. 

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn sie in einer 
Seitenstreckc, einem anliegenden und dem gegen- 
über liegendenWinkel übereinstimmen. 

Eukl. I; 2Ö. — Elldemos scliricb die Eiitdec.kimg beider Sätze dem Thaies 
zu. Proklos; Baroc p. 212, 
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9. In den Dreiecken A£C 
und A'B'C sei JB = ÄlT, 
JiC = B'C, ^ BAO = ^ 
B'A'C. — Zieht man nun durch 
'^ '■ ^' '■' B eine Parallele zu AG nnd 

legt A'B'C so gleichwendig mit ABC, dass A'B" -parallel zu Ali 
zwischen die erwähnten Parallelen fällt, dann liegt A'O' auf der 
Verlängemng von AC, weil nach Voraussetzung ^ BAG= B'A'C 
ist. FOr B'C ist nun zweierlei möglich: entweder B'C \\ BC, 
oder BC /\ BC Im ersten Falle ist ABC ^ ÄB'C (2.); im 
zweiten ist 

< ACB + A'C'^ = 180» 
nnd die Dreiecke sind nicht eongruent (4.). 

Wenn zwei Breiecke in zwei Seitenstrecken und 
einem gleichen Strecken gegenüberliegenden Win- 
kel übereinstimmen, so sind sie eongruent, wofern 
nicht die den andern gleichen Strecken gegenüber 
liegenden Winke! zusammen einem gestreckten Win- 
kel gleich sind. 

Zus. 1. Zwei Dreiecke sind eongruent, wenn sie 

in zwei Seiten strecken übereinstimmen, die der einen 

gegenüber liegenden Winkel gleich, die der andern 

gegenüber liegenden zugleich spitz oder stumpf sind. 

Tk Simpson: Elements of Geometry (1760) I; 17. 

Zus. 2. Da in einem Dreiecke der kleineren von zwei Sci- 
tenstrecken stets ein spitzer Winkel gegenüber liegt und die 
Summe zweier spitzer Winkel kleiner als ein gestreckter ist, so 
ergiebt sich auch der Satz: 

Zwei Dreiecke sind eongruent, wenn sie in zwei 
Seitenstreeken und dem der grösseren gegenüber 
liegenden Winkel übereinstimmen. 

W. J. G. Karsten: Matliesis theoretica etc. (1760) § 87. 

10. Wenn zwei congruente Dreieclie ABC, A'B'C' perspec- 
tiviseh zwischen Parallelstrahlen liegen, so kann man die entspre- 
chenden Ecken auf einander fallen lassen, indem man 

I. bei paralleler Lage der entsprechenden Strecken das 
Dreieck A'B'C um den Abstand zweier entsprechender Punkte, 
wie AA', längs dieser Strecke verschiebt; 
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n. bei symmetrischer Lage der entsprechenden Strecken das 
Dreieck ÄB'C um die Symmetrieaxe im Betrage von 180" dreht, 

Hieraus ergiebt sieh : 

Die Flächen von zwei congruenten Dreiecken 
sind einander gleich. 

11. Die Dreiecke -4BC und ^'B'C liegen perspectivisch auf 
einem Strahlbüschel, so dass ihre entsprechenden Ecken Ä und 
Ä u. s. w. gleiche Abstände vom Projeetionspunkte haben, wes- 
halb sie Gegenpunkte heissen. ^ Da nun die entsprechen- 
den Strecken gleich und parallel sind (7.), so ist ABC^ AlB'C {€>.). 

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn die Ecken 
des einen der Reihe nach Gegenpunkte von denen 
des andern bilden. 

Zus. Dreht man das eine dieser Dreiecke um den Pro- 
jectionspuiikt im Betrage von 180*", so fälJt es mit dem andern 
zusammen. 

§ 21. 
Das Parallelogramm. 

1. Iii dem einfachen Vierecke /'_;; , f 

^BCD seien die gegenüberliegenden / '"--^ / 

Seitenstrecken einander gleich: AB 1 --^ 1 

= C'Z>, BC = DA. — Zieht man / _\/ 

die Diagonale BJ)^ so ist -* 

A ABI) ^ CBB (§ 20; 6.); 
.*. f; ABB = GDB\ ^ BBA ^ BBC (§ 20; 5); 
.-. AB\\GB; BC\\BA. 
Ein einfaches Viereck ist ein Parallelogramm, 
wenn seine gegenüber liegenden Seitenstrecken ein- 
ander gleich sind. 

Uhr. Clavius (1589) m Kukl. 1; ^4. 
Zus. Die Fläche eines Parallelogramms wird durch eine 
Diagonale halbirt (§ 20; 10.). 

2, I. [n dem Parallelo- 
gramme ABÜB schneiden die 
Diagonalen einander in M. — 
Es ist nun 

A MAB ^ MCD (§ 20; 8.) 
.*. MA = MC; MB = MB. 
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In einem Pavallelogramme halbiren die Diago- 
nalen einander. 

IL In dem Vierecke ABGD iiaibiren die Diagonalen ein- 
ander in M. — Nun ist 

A MAB ^ MOJ) (§ 20; 7.); 
.*. ÄS ^. OD; BC fl: DA. 
Ein Viereck ist ein Parallelogramm, wenn seine 
Diagonalen einander halbiren. 
Clavius a. a. 0. 

In dem Parallelogramme ABCD sei 
I der Schnittpunkt der Diagonalen, und eine 
durcli M gehende Gerade treffe die gegen- 
überliegenden Seitenstrecken AB, OB in E 
und l'l — Nun ist 

A MAE -^MCFi^ 20; 8); 
.'. ME = MF. 
Nennt man einen Punkt den Mittelpunkt eines Gebildes, 
wenn jede durch ihn gelegte Gerade das Gebilde in zwei gleichen 
Abständen schneidet, so ist M der Mittelpunkt des Parallelo- 
gramms, und man hat den Satz: 

Der Durchschnittspunkt der Diagonalen eines 
Parallelogrammes ist der Mittelpunkt desselben. 
Ciavius a. a. 0. 

4, In dem Parallelogramme ABCB 

y—4 ^ seien BC und DA in E und F halbirt. 

). / jj / Eine Gerade, die AD parallel ist, schneide 

/ /^ AB in G, FE in H, DO in J. - Nun ist 

EF H: AB; GJ # BO; BE fl" GH; 
:. GH = HJ. 

Die Gerade EF halbirt also alle Strecken . welche AB und 
VD verbinden und zugleich AD parallel laufen. 

Wird nun eine Gerade ein Durchmesser eines Gebildes 
genannt, wenn sie sämmtliehe Strecken eines Strahlbündels, die 
durch das Gebilde begrenzt werden, halhirt, so ist EF ein 
Durchmesser des Parallelogramms ABCD. 

Die Verbindungslinien der Mitton je zweier 
gegenüber liegender Seitenstrecken eines Parallelo- 
gramms sind Durehmesser desselben. 
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In dem Parallelogramme AJiCD j> 




seien 

I. süinintliche Winkel recht. — Dann äst 
A ABG ^ BAD (§ 20; 7) 

.-. AG = BD. j 

In einem rechtwinkligen Parallelogramme sind 
die Diagonalen einander gleich. 

Proldos; zu Eiikl. I; 33, (Bar. p. 282). 

II. die Diagonalen einander gleich. — - Nun ist 

A ABG^ BAI) (§ 20; 6). 
.-. ^ ABC = BAD = 90«. 
Ein Parallelogramm mit gleichen Diagonalen ist 
rechtwinklig. 



6. Wenn in dem Paiallelo- 
grammc ABGD die Diagonalen ein- 
ander in M schneiden, nnd wenn 



I. entweder AB = BC\ 
U. oder ^ AMB = BMC == 90", 
III. oder -^ ABM = MBG u. s. w. ist — 
so ist A MAB ^ MCB. In Worten : 

I. In einem Parallelogramme mit gleichen Sci- 
tenst recken stehen die Diagonalen auf einander 
senkrecht und halhiren die Winkel. 

"11, Wenn in einem Parallelogramme die Diagona- 
len auf einander senkrecht stehen, so halbiren 
sie die Winkel, und es sind alle Seitenstrecken 
einander gleicli. 

III. Werden in einem Parallelogramme die Win- 
kel von den Diagonalen halbirt, so schneiden diese 
einander senkrecht, und alle Seitenstrecken sind 
einander gleich. 

Prokloa: m Eiikl. I; M. 

7. Ans dem Vorstehenden ergiebt sich folgende Eintheilung 
dei' Parallelogramme : Ein Parallelogramm heisst 
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Congrueiiz. § 22. 

I. mit ungleichen anstossenden Seitenstvecken und 

1. schiefen Winkeln ein Eliomtioid, 

2. rechten Winkeln ein Oblongum oder Rechtei^k 
H. mit gleichen Seitenstrecken und 

1. schiefen Winkeln ein Ilhombus oder eine Raute 

2. rechten Winkeln ein Quadrat, 
ukl. 1; Def. SO— 35- 



Puiikti-eOieii iiiiri «ecke. 

1. Wenn zwei symmetrische oder zwei parallele Punktreihen 
pei-spectiviseh auf einem Strahlbündel liegen, so sind die ent- 
sprechenden Strecken derselben einander gleich (§ 18; 5. 6.) 

J. Steinerr System. Entw. U832) S. 44. 

2. Umgekehrt, wenn zwei Punktreihen einander so ent- 
sprechen, dass die Strecke zwischen irgend zwei beliebigen Punk- 
ten der einen Reihe der Strecke zwischen den entsprechenden 
Punkten der andern Reihe gleich ist; und wenn die Punktreihen 
entweder einen selbstentsprechenden Punkt gemein haben (§ 18. 4.) 
oder gleichgerichtet parallel sind (§ 18; 11.): so liegen sie per- 
spectivisch auf einem Strahlbündel. 

J. Steiner a. a. 0. S. 51. 

3. In zwei Punktreihen ABGD..^ Ä^G'B' mögen die 
Punkte der einen Reihe denen der andern so entsprechen, dass 
die entsprechenden Punkte in gleicher Ordnung auf einander fol- 
gen und dass die n — 1 Strecken zwischen n aufeinanderfolgen- 
den Punkten der einen Reihe den entsprechenden gleich sind. — 
Legt man nun die beiden Punktreihen mit zwei entsprechenden 
Punkten zusammen z. B. mit A und A' und lässt AS und Äff 
nicht auf eine Gerade fallen, so ist B.F || CC' ]| Di)' . . (2.) ; die 
Punktreihen sind also congruent. 

Zwei gleichgeordnete Punktreihen von je n ent- 
sprechenden Punkten sind congruent, wenn si^l 
Strecken zwischen allen Punkten der einen Reihe 
den entsprechenden der andern gleich sin.d, 
A. F. Möbiust Bai-ycentr. Calcul (1827) S. 183. 

4. Zwei Vierecke, JJBCJ) und ÄffC'D' liegen perspectivistli 
zwischen Paraileistrahlen, so dass die cntsp rechenden Strecken 



y Google 



CoiiRTuenz. 5 22 53 

AB und AB', BÜ und B'C\ CD unrl CD' entweder paraliel 
oder symmetrisch sind. — Dann ist auch (§ 20; 4) 
entweder AC # ^'C, AD # ÄD' und BD # B^D' (§ 20; 2), 
oder AC J\ A'C, AD A ^'D' und BD /\ B'D' (S 20; 3). 

Zwei Vierecke sind congruent, wenn sie per- 
Kpeetivisch zwischen l'arailelstrahlen liegen, und 
drei Seitenstrecken des einen, welche alle vierEcken 
verbinden, den entsprechenden des andern entweder 
parallel oder symmetrisch sind. 

Zus. 1. Zwei congruente Vierecke mit symmetrischen ent- 
sprechenden Seitenstrecken haben eine Symmetrie Axe (§ 20; 3. Zus.) 

Zus. 2. Zwei congruente Vierecke sind entweder gleich- 
oder gegenwendig. 

Zus. 3. In zwei congrueuten Vierecken sind alle entspre- 
chenden Seitenstrecken und Winkel einander gleich. 

5. Die Vierecke ABCD, A'B'C'D' seien durch die Diago- 
nalen AC und A'C in je zwei Dreiecke zerlegt. Sind nun -die 
Dreiecke des einen Vierecks denen des andern congruent, und die 
congmenten Paare beide entweder gleichwendig oder gegenwendig, 
so sind auch die Vierecke congruent. Die Bedingung der Con- 
gi'uenz wird aber erfüllt 

I. wenn die fünf Seitenstrecken der Dreiecke des einen 
Vierecks denen des andern gleich sind (^ 20; 6); 

II. wenn die vier Seitenstreckeu des einen Vierecks denen 
des andern gleich sind, und ausserdem -^ABC^ A'B'C ist, da 
alsdann ABC ^ A'B'C (S 20; 7) und CDA ^ C'D'A' 
(§ 20; 6) ist; 

ni. wenn AB == AB', BC =- B'C, CD = CD^, < ABC 
= AB'C, < BCD = ^CD' ist. weil dann ABC ^ A'BC 
(§ 20; 7) mithin < BCA =- B'C'A' und < ACD = A'C'D' 
.-. ACD ^ A'C'D; 

IV. wenn AB -= A'B', BG = B'C und die diesen Seiten- 
strecken anliegenden Winkel der Reihe nach fijleich sind, weil 
dann ABC ^ AB'C (S 20 ; 7) und daher ACD ^ A'CD' 
(20; 8) ist. So erhält man folgende Sätze: 

Zwei gleichwendige oder gegenwendige Vierecke 
sind congruent, wenn sie entweder 

I. in fünf Verbindungslinien zwischen den vier 
Ecken, oder 
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U. iü vier Seitenstrecken und einem Winkel, piier 

III. in drei Seitenstrecken und den beiden einge- 
schlossenen Winkeln, oder 

IV. in zwei anstossenden Seitenstrecken unddrei 
Winkeln übereinstimmen. 

Vgl. A. L. Crelle: Geometrie (1826) J; 76—85. 

6. Der Satz Nr. 4 lässt sich zu folgendem erweitern: 
Zwei necke sind congruent, wenn sie perspec- 

tivisch zwischen Parallelstrahlen liegen und n — 1 
Seitenstrecken des einen, welche allc'Ecken verbin- 
den, den entsprechenden des andern necks entweder 
parallel oder symmetrisch sind. 

Zus. Die entsprechenden Seitenstrecken, welche symmetrisch 
sind, schneiden einander sämmtlich auf einer Geraden, der 
Symmetrie - Äxe. 

Ein Gebilde wird symmetrisch genannt, wenn es durch 
eine Symmetrie -Axe in zwei congruente Theile zerlegt werden 
kann. 

7. Der Satz § 20; 11. führt zu folgendem allgemeinerem: 
Zwei »ecke sind congruent, wenn sie perspec- 

tivisch auf einem Strahlbüschel liegen, unddieent- 
sprechenden Ecken Gegenpunkte bilden. 

Zwei solche Gebilde setzen vereint ein centrisch es Ge- 
bilde zusammen, in welchem der Projectionspunkt Mittelpunkt 
. heisst, insofern er auf jedem Strahle die Strecke halbirt , welche 
zwei Punkte des Umfanges verbindet. In einem centrischen 
Gebilde ist daher die Anzahl der Ecken und Seitenstrecken ge- 
1-ade, und es sind je zwei gegenüber liegende Seitenstrecken 
parallel. 

R. Baltzer: Gleichheit and Aohnlicbkeit etc. (1852) 25. 

8. Ebenso lassen sich die Sätze unter Nr. 5 verallgemeinern: 
Zwei gleich- oder gegenwendige necke sind congruent, 

I. wenn sie entsprechend in den n Seitenstrecken und 
n — 3 Diagonalen Übereinstimmen. 

Denn man kann ein neck durch Diagonalen so in n — 2 
Dreiecke zerlegen, dass in zweien derselben sich je 2, und in 
den übrigen w — 4 je eine Seitenstrecke befindet. 

II. wenn sie in n Seitenstrecken und n — 3 eingeschlossenen 
Winkeln, 
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III. wenn sie in n — 1 Seitenstrecken uud n — 2 einiieKehlos- 
sewen Winkeln, 

TV. wenn sie in m— 2 anstossenden Seitenstrecken und 
w — 1 Winkeln übereinstimmen. 

§ 2B. 
Schiefe Lag'e congruenter GebiUe. 

1. nie bei- 
den c n g r \i - 
enten Punkt- 
reihen J£. . 
und AB' . . be- 
finden sich in 
schiefer Lage 
{§ 16; 4) und 
haben den 
Punkt R'T ge- 
mein , welchem 

R und T' entsprechen. — Ist S die Mitt« von BT, S" 
die Mitte von R'T', so hat mau ST = BS'. Zieht man 
durch 8 und S' die Gerade s, so ist dieselbe der Halbirungs- 
linie des Winkels ATÄ -- a parallel, da ^ SS'T = 




^^2' = 



: ist. 



Wird s von AÄ in M, von BB' in N geschnitten, und fällt 
man aus A. und A' die Senkrechten AG und A'G' auf s, so hat 

man — weil AS = A'S' und ^ ASÜ = A'S'G' = | ist — 
A ASG ^ A'S'G'; AG = A'G': 
.'. AMG ^ ^'JfG'; AM = AM. 
.-. GÖ' = SS". 
Die Gerade s, welche die Abstände AA\ BB . . der ent- 
sprechenden Punkte halbirt und der Halbirungslinie von « parallel 
ist, wird die Situation saxe der Punktreihen genannt. 
Die Abstände der Fusspunkte der aus entsprechenden Punk- 
ten auf die Situationsaxe gefällten Senkrechten sind gleich SS'. 

I. Auf zwei congruenteu Punktreihen in schiefer 
Lage befinden sich zwei entsprechende Punkte, die 
von dem Durchschnitte der Punktreihen gleichweit 
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entfernt sind. Durch sie geht eine G-e r ade (Situation« - 
axe), welche die Abstände aller übrigen entsprechen- 
den Punkte halbirt. 

n. Verschiebt man die eine A'S" . . von zwei 
schiefliegenden congrnenten Punkt reihen so weit, 
dass in ihrem Durchschnitte zwei entsprechende 
Punkte zusammenfailen (d.i. um 2'Ü')i so befinden sich 
beide in perspectivischer Lage (§22; 2), und die 
Situationsaxe wird zur Symmetrieaxe. 

2. Errichtet man in S und S' auf EB' und TT' Senkrechte. 
welche in zusammentreffen, so ist 

ORS ^ OR'S ^ Olt'S' ^ OT'S'; 

.-. OS =- os'\ OR^ oR ^ or. 

Ebenso ist OSÄ ^ OS'Ä', OSE ^ OS'E' . . 
.-. OA = OÄ', OB ^ OS . . 
OM ± AÄ\ 0N± EB' . . (§ 18; 4. Zus. 2); 
< SOÄ = S'OÄ oder ^ SOX + XOA = S'OS +- SOÄ; 
.'. ^ A'OA = S'OS = a. 
Der Punkt 0, iveleher von je zwei entsprechenden Punkten 
gleichweit entfernt ist, und an welchem die Verbindungslinien mit 
den entsprechenden Punkten gleiche Winkel einschliessen, heisst 
der Situationspunkt der Punktreihen. Die Gerade OT. 
welche ihn mit dem Durchschnitte der Punktreihen verbindet, 
schneidet die Situationsaxe senkrecht . « heisse der iSituations- 
winkel. 

I. Die Geraden, welche die Verbindungslinien je 
zweier entsprechender Punkte schiefliegen der 
Punktreihen senkrecht halbiren, schneiden einan- 
der in einem Punkte (dem Situationspunkte). Die Ge- 
raden, welche diesen mit je zwei entsprechenden 
Punkten verbinden, schliessen gleiche Winkel ein. 

II. Dreht man die eine von zwei schiefliegenden 
congruenten Punktveihen um den Situationspunkt, 
so fallen die entsprechenden Punkte entweder zu- 
sammen, oder sie bilden Gegen punkte auf einem 
Strahlbüschel, je nachdem der Situationswinkel bis 
auf null verkleinert oder bis zu ISO^" vergrössert 
wird. 
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L. J. Magnus: Aufe, ii. Lehrs. aus d. aualyt. ßeom. (1833) I. S. m. - 
R. ßaltzer: Oleichlieit und Aehnlichkeit etc. (1852) 20. 

3. Es seien ABC . . und ÄB'C . . 
zwei g]eichwendige congruente wecke in 
schiefer Lage. — Hat man den Situations- 
punkt der entsprechenden Strecken JB. 
ÄS bestimmt, so ist OAB ^ OÄS (2.). 
mithin OBC ^ OB'C. ist folglich aucli ■■ 
der Situationspunkt von BC und 5'C etc. 
Auch ist ^ ÄOB + B'OA = A'OB' + 
B'OA oder ^ B'OB=^ÄOÄ. und < BOC 
+ COS = COS' + B'OC oder < BOB' 
= COC etc. 

T. Zwei gleichwendi jre congruente «ecke haben 
einen Situationspunkt. 

II. Hveht man von zwei gleichwenfligen congruen- 
ten itecken in schiefer Lajre das eine um den Situa- 
tionspunkt, 80 fallen die entsprechenden Punkte 
entweder zusammen oder sie bilden Oegenpunkte 
auf einem Strahlbüschel, je nachdem der Situations- 
winkel gleich null oder 180" gemacht wird. 

4. Es seien ASG . . und A'SC- . 
zwei gegenwendige eongniente wecke in 
schiefer Lage. — Wenn die Situations- j 
axe .i von AB und ÄS in S und 5"' 
durch diese Geraden, in L, /If und Ä ^ 
von AA', BS und CC' geschnitten wird, 
und man fällt auf s die Senkrechten AG, 
BS, ar, ÄG', SS', CT, so ist SBC ^ S'SC'. .: SC-= S'C 
und ^ BSC ^S S'C; SGT^ S'C'-T {% 20; 8), CNJ ^ C'NJ', 
.: ON = C'N etc. Aus 5*/ = S'-T folgt SS' = jr ^ HH' 

= Ga'. 

I. Zwei gegenwenclige congruente raecke in 
schiefer Lage haben eine Situationsaxe. 

II. Verschiebt man von zwei schiefliegenden ge- 
genwendigen congruenten wecken das eine längs 
einer Seiten strecke, bis im Durchschnitte zwei ent- 
sprechende Punkte zusammenfallen, so liegen beide 
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Situationsaxe wird zur Symmetrieaxe. 
R, Baltzer: Gleichheit und Aehnlidikeit etc. 23. 24, 



§ 24. 
Die Lafe'e gerader Linien In Ke/.UK auf einen Kreis. 

1. Bev Abstand einer Geraden vom Mitteipunkte eines 
Kreises ist 

entweder kleiner als der Radius, 
oder dem Radius gleich, 
oder grösser als der Radius. 

2 In dem Kreise um M mit dem 
Ridiu-- r sei MA <^r der Abstand eioer 
Geraden ^ ■von dem Mittelpunkte. — 
Da nuD A innerhalb des Kreises liegt 
(§ 6, 12 Zus 2.), 80 sehneidet g jeder- 
/ '^ seits von ^ , m B und G, den Kreis. 
Dann ist MB = MG = r. Jede an- 
dere von M nach g gehende Gerafle ist 
entweder kleiner oder grösser als der Radius (§ 19; 2). Insbe- 
sondere liegt jeder Punkt zwischen Ji und C innerhalb des Krei- 
ses. Die Strecke SC heisst eine Sehne des Kreises. 

Eine Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkte 
kleiner ist als der Radius, schneidet den Kreis in 
zwei Punkten, und die von diesen Durchschnittspunk- 
ten begrenzte Strecke (Sehne) liegt innerhalb des 
Kreises. 

Zus. 1. Alle zwischen ihren Endpunkten betindlichen Punkte 
einer Sehne liegen innerhalb des Kreises. 

Biikl. m; 2. 

Zus. 2. Eine Gerade, welche durch einen ausserhalb eine« 
Kreises liegenden Punkt geht und den Kreis in zwei Punkten 
schneidet, wird eine Sekante (Schneidende) genannt. 
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3. In (ieiii Kreise um M mit dem lladius i 
wd MA = r der Abstand einer Geraden g vüi 
dem Mittelpunkte. — Ist B ein beliebiger Punkt / 
von g, so ist 

JfJS > MA, oder JlfB > r (§ 19; 2.). 
B liegt mithin ausserlialb des Kreises (§ 6; 12. 
Zus. 2.). 

Eine (jerade, deren Abstand vom Mittelpunkte 
dem Radius, gleieli ist, liat mit dem Kreise nur den 
Fusspunkt der aus dem Mittelpunkte auf sie gefäll- 
ten Senkrechten gemein; alle tibrigen Punkte der- 
selben liegen ausserhalb des Kreises. 
Eukl. m; 16. 

Zusatz. Eine Gerade, welche mit einem Kreise nur einen 
Punkt gemein hat, und deren übrige Punkte ausserhalb des 
Kreises liegen, heisst eine Tangente (Berührende) desselben, 
IJer gemeinschaftliehe Punkt wird Berührungspunkt genannt. 

i. Die Tangente g berühre den Kreis um M in A. — Giibe 
es nun irgend einen Punkt B in g ausserhalb A, für welchen dci' 
Winkel MBA recht wäre, so hätte man 

MB < MA, oder MB < r (§ 19; 2); 
der Punkt B läge also innerhalb des Kreises. Da dies der Vor- 
aussetüung widerspricht, so ergiebt sich, dass ^ MAB = M ist. 

Eine Tangente steht senkrecht auf dem Radius, 
welcher nach dem Bet iUirungspunktc geht. 
Kukl. ni; 18. 

5. Der Mittelpunkt iff eines Kreisen 
mit dem Radius r sei mit der Geraden </ 
durch eine Strecke MA verbunden, welche 
in A auf g senkrecht steht, und es sei 
MA >■ r. — Ist B ein beliebiger an- 
derer Punkt von g, so ist MB > MA, 
mithin auch MB > r. Alle Punkte von 
;/ liegen also ausserhalb des Kreises. 

Eine Gerade, deren Abstand vum M i tteli)uiiktu 
grösser ist als der Radius, liegt mit allen ihren 
Punkten ausserhalb des Kreises. 

6, Aus dem Yorh ergeh enden folgt, dass eine Gerade mit 
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einem Kreise höchstens 2 Punkte gemein haben kann, dass also 
drei beliebige Punkte eines Kreises nicht auf einer Geraden He- 

son. So ergiebt sich (§ 4; 5): 

Der Kreis ist eine krumme Linie. Ein Theil dessel- 
ben heist ein Bogen. 

7. Zieht man aus dem Mittelpunkte JW eines Kreises Radien 
nach den Endpunkten Ä und S einer Sehne, so ist das Dreieck 
MAB gleichschenklig. Daher gelten die Sätze: 

I, Wenn ein Durchmesser auf einer 8ehne senk- 
recht steht, so halbirt e* dieselbe (§ 18; 4. Zus. 3), und 
umgekehrt. 

IL Wenn ein Durchmesser eine Sehne halbirt. 
so schneidet er sie senkrecht (§ 18; 4, Zus. 21. 
Eukl. lU; a 

m. Wenn eine fierade eine Sehne senkrecht hal- 
birt, so geht sie durch den Mittelpunkt des Kreises 
(t! 19; 13. Zus. 2"). 

8. Ein Meck, dessen Seitenstrecken Sehnen eines Kreises 
sind, dessen Ecken also auf dem Kreise liegen, heisst dem 
Kreise eingeschrieben (Sehnen -weck), der Kreis ihm 
umgeschrieben. 

Ein «eck, dessen öeitenstrecken Tangenten eines Kreises 
sind, heisst dem Kreise umgeschrieben {Tangenten -weck), 
der Kreis ihm eingeschrieben. Der Kreis, dem ein neck 
umgeschrieben ist, liegt 'entweder innerhalb oder ausserhalb des 
»ecks. 

9. Tn dem Dreiecke ABC sei C die Mitte 
vüu AB, B die Mitte von AC, und es schnei- 
den einander die in C und B' auf AB und AC 
errichteten Senkrechten in M. ■ — Dann ist 
j. AM=^ BM= CM (^ 20; 7), 

mithin sind diese Linien Radien des dem Drei- 
ecke ABC umgeschriebenen Kreises. 
Der Durchschnittspunkt der beiden Geraden, 
welche zwei Seitenstrecken eines Dreiecks senk- 
recht halbiren, ist der Mittelpunkt des umgeschrie- 
benen Kreises. 

Eukl IV; 5. 
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10. In dem Drei- 
ecke ABC schneiden 
einander die Halbi- 
vungslinieiii der Win- 
kel CSA and BAC in 
0. — Fällt man aus 
auf .iB, BG, CA 
die Senkrechten 0C\ 
(>A\ OB, so ist 

A OAB ^ OAC'\ A OBC ^ OBÄ (S 20; 8); 
... ob: = OC = OA. 
Diese Linien sind mithin die Radien eines Kreises, welcher 
dem Dreiecke ABC eingeschrieben ist. 

Der Üurchschnittspunkt der beiden Geraden, 
welche zwei Winkel eines Dreiecks halbiren, ist der 
Mittelpunkt des dem Dreiecke eingeschriebenen 
Kreises. 

Eukl, IV; 4. 

11. In dem regulären b 
necke ABCB. . seien die glei- 
chen weckswinkel bei J. und.B 
durch zwei Gerade halbirt, 
welche in zusammentreffen. 
Zieht man OC, so ist A AOB^ 
^BOa (ij20; 7); folglich ist 
OA=OB^ 00, und ^ BCB 
durch OC halbirt. Ebenso ist 
OD = OC und Ol) halbirt, den 
Winkel ODE u. s. w. 

Sind ferner A', B', C . . die Mitten von^B, BC, CD. 
ist A AOA' ^ BOA', mithin OA' J- AB; BOA' ^ BOB, also 
OÄ = 0^. Eben so zeigt man , dass OC = OB und OC ± 
CD ist u. s. w. 

In einem einfachen regelmässigen wecke schnei- 
den einander die Halbirungslinien der Winkel und 
die senkrechten Halbirungsliuien der Seitenstrecken 
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in einem Punkte, dem Mittelpunkte des umgeschiic- 
benen und des eingeschriebenen Kreises, 
Chr, Claviiis zu Eiikl, IV; 13. 14, 

§25. 
Bogen und Winkel. 

1. Ein Winkel, der am Mittelpunkte eines Kreises von zwei 
Radien gebildet wird, heisst ein Oentri winkel. Ein von zwei 
Sehnen oder von einer Sehne und einer Tangente gebildeter 
Winkel, dessen Scheitel auf der Kreislinie liegt, wird ein Peri- 
pheriewinkel genannt. Ein Winkel, dessen Schenkel Sehnen, 
Tangenten oder Sekanten sind und dessen Scheitel weder im 
Centrum, noch auf dem Kreise liegt, heisst ein- innerer oder 
äusserer excentrischer Winkel, je nachdem der Scheitel 
sich innerhalb oder ausserhalb des Kreises befindet. 

Man sagt, ein Winkel stehe auf dem Kreisbogen, 
welcher von seinen Schenkeln eingeschlossen wird und dem Schei- 
tel seine hohle Seite zukehrt. 

2. In dem Kreise um M seien die Cen- 

r. triwinkel AMJi und CMl) einander gleich. — 

Dreht man nun den Winkel AMS um M, 

so dass AM den Winkel AMC beschreibt, 

so deckt der Bogen AB den Bogen OD. 

In einem Kreise sind die Bogen einander gleich, 
auf denen gleiche Centriwinkel stehen. 

Eukl. III; 26, 

Zus. In einem Kreise steht der grössere von zwei Centri- 
winkeln auf dem grösseren Bogen. 

y. In dem Kreise um M seien die Bogen AB und CD ein- 
ander gleich. — Wäre nun ein Theil des Winkeis CMD, näm- 
lich -^ CME, dem Winkel AMB gleich, so hätte mau auch 
C.E = AB (2.), und CT) = CE, was unmöglich ist. 

In einem Kreise liegen gleichen Bogen gleiclie 
Centriwinkel gegenüber. 

Eukl. Ill; 27. 
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Zus. Dem grösseren von zwei Bogen eines Kreises liegt der 
grössere Centriwinkel gegenüber. 

4. An den Kreis um M seien in A __ 
und B Tangenten gelegt, welche einander 
in C schneiden. — Es sei D ein Punkt 
auf der Verlängerung von AC. Nun ist 
< MBC = GAM= E; 

.'. < AMB + BGA = ^ DCB + 
BCA = 2 R\ 
.-. ^ AMB = DGB. 
Ein Centriwinkel ist dem exeentrischun Winkel 
der beiden Tangenten gleich, die in den Endpunkten 
des eingeschlossenen Bogens den Kreis berühren. 

Zus. Die beiden Tangenten an den Gegenpunkten eines 
Durchmessers sind parallel. 

5. In dem Kreise um M bildet die Sehne AB mit den 
Tangenten in ihren Endpunkten, welche einander in C sehneiden, 
zwei Pevipheriewinkel GAB und ABG, die beide auf dem Bogen 
AB stehen. Nun ist 

^ GAM = 3IBG = R; 
^ BAM ^ MBA; 
.'. < GAB = ABC. 
Ist D ein Punkt auf der Verlängerung von AG, so ist 
■K ÄMB = BGB = GAB + ABG; 
.-. < GAB = ABG = i AMB. 
Verlängert man GB über B bis E, so ist 

^ EBA + ABG ^ i {BMA + AMB); 
.: ^ EBA = ^ BMA. 
Ein Peripheriewinkel, der von einer Sehne und 
einer Tangente gebildet wird, ist lialb so gross wie 
der auf demselben Bogen stehende Ueutri Winkel. 

Eukl. in; 32. 

6. In dem Kreise um M steht der von 
den Sehnen AB, BC gebildete Peripheriewinkel , 
mit dem Centriwinkel AMG auf demselben i 
Bogen AG. — Zieht man durch B eine Tangente 
DE, so ist 
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^ DBA + ABC + CBE = h {BMA + AMC + CMB); 
^ DJßyl = I ^Jtf^ ; 
-9; CBE = i CMS. 

.-. -^ ABC = i J.MG 
Ein Periphericwinkel ist halb so gross wie der 
auf demselben Bogen stehende Centriwinkel. 

Anmerk. Den vorateheuden Beweis giebt B. Lamy in: Les Elönieiis 
de Geometrie (Paris 16951 S. 74. Der Euklidische Beweis (III; 20) erfor- 
dert die Unterscheidung der verschiedenen Lagen des Mittelpunktes, welcher 
entweder auf einem Schenkel des Peripherie winkeis, aiil' der "Winkelfläciie oder 
ausserhalb derselben liegen kann. 

Zusatz 1, Ein Peripheriewinkel auf dem Halbkreise ist ein 
rechter Winkel. 

Eukl. III; 31. Diogenes Laertius schreibt die Entdeckung dieses Sataes 
dem Thaies zu. 

Zusatz 2, Ein Peripheriewinkel ist spitz oder stumpf, je 
nachdem der Bogen, auf welchem er steht, kleiner oder grösser 
als ein Halbkreis ist. 
Eukl. III; 31. 

7. Peripheriewinkel, die auf demselben Bogen 
stehen, sind einander gleich. Denn jeder von ihnen ist halb 
so gross wie der auf demselben Bogen stehende Centriwinkel (6.). 

Eukl. m; 21, 32. 

Zusatz 1. In einem Kreise sind zwei Bogen einander 
gleich, wenn auf ihnen gleiche Peripheriewinkel stehen (2.)- 

Zusatz 2. In einem Kreise sind zwei Peripheriewinkel ein- 
ander gleich, wenn sie auf gleichen Bogen stehen (3.). 
Beide Zusfttze sind in Eukl. III; 26. 27 enthalten. 
Zusatz 3. Zwei parallele Gerade, auf denen Punkte eines 
Kreises liegen (Sehnen, Tangenten), schliessen zwei gleiche 
Bogen ein. 

A. L. Crelle: Eiern, ä. 6eometi-ie (Berlin 1826) 363 Theilweise liei 
i;iavius a. a. 0. p. 427. 42S. und Pappos VU; m. 

Zusatz 4 Zwei Gerade, welche zwei gleiche Bogen eines 
KreisOK elnschliessen und einander im Kreise nicht schneiden, 
sind parallel (Zus. 2.). 
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8. Zwei von einem Punkte A ausgehende 
Tangenten beröhren den Kreis M in B und 
0. — In dem Viereck ABMC ist AMB ^ AMC 
(§ 20; 9), also wenn AM gezogen wird, 
^ BAM = CAM; ^ BMA = CMA. 

Die Gerade, welche den Ausgangspunkt 
Tangenten mit dem Mittelpunkte des Kreises ver- 
bindet, halbirt den "Winkel beider Tangenten, den 
von ihnen eingeschlossenen Bogen und den Centri- 
winkel, der auf demselben steht, 
Clavius m Eukl. lU; 37. 

9. Von zwei Geraden , die durch den 
Punkt A gehen, schneidet die eine den Kreä 
in B und C, die andere in D und E. Es 
sind 2 Fälle zu unterscheiden: 

I. A liege innerhalb des Kreises, aber 
ausserhalb des Mittelpunktes. — Dann ist 

^'^ CAE = ÜBE + BEB. 

Ein innerer excentrischer Winkel ist der Summe 
der beiden Peripheriewinkel gleich, welche auf den 
von seinen Schenkeln eingeschlossenen Bogen stehen. 

II, A liege ausserhalb des Kreises. Dann ist 

< CAE = CBE — DEB. 

Ein äusserer excentrischer Winkel ist gleich 
dem Unterschiede der beiden Peripheriewinkel, die 
auf den von seinen Schenkein eingeschlossenen 
Bogen stehen. 

Annierk, Diese beiden Sätze über die escenldscheii WiBkel finden sich 
in der Optik des Alhacen, der 1038 üu Cairo starb. 

Zusatz. Ein innerer excentrischer Winkel ist grösser, ein 
äusserer kleiner als der auf demselben Bogen stehende l'eri- 
pheriewinkel. 
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10. In den Dreiecken ABC und ABD, 
welche auf derselben Seite von AB liegen, sei 
^ BCA ^ BBA. — Beschreibt man einen 
Kreis um ABC, so musa D auf demselben lie- 
gen. (9. Zus.). 

Die Scheitel aller gleichen Winkel, deren Sehen- 
kel durch zwei feste Punkte gehen und auf einer 
Seite der durch diese Punkte bestimmten Geraden 
liegen, befinden sieh nebst den festen Punkten auf 
einem Kreise, 

€ härm an der: Pappos TEL Ein]. 

Zusatz. Die Scheitel aller rechten Winkel, deren Schenkel 
durch zwei feste Punkte gehen, liegen auf einem Halbkreise, 

§ 26. 
Die Winkel der eingesohriebenen necke. 

1. In dem einem Kreise um M einge- 

s schriebenen einfachen Vierecke ABCD ist 

^ BAB = I BMB 

-^ BCD = i BMD 

,:^BAB^BCD = ^(BMB+BMB)=2K 

schriebenen einfachen Vierecke 
enüber liegende Winkel zusam- 
men zwei Rechte. 

Eüitl. ni; 22. 

Zusatz. Ein eingeschriebenes Parallelogramm ist recht- 
winklig. 

2. (Umkehrung von 1.) In dem einfachen Vierecke ABCB 
sei < BAB + BCB ^ 2 B. — Weil nun < ABC ■+• BCD + 
CI)A + BAB = 4 ü (§ 14; 2.) .-. ^ ABC + CBA = 2 R. 

Beschreibt man einen Kreis um das Dreieck ABB und zeich- 
net einen Peripheriewinkel BEB, welcher mit BCD auf demsel- 
ben Bogen steht, so liegt C ebenfalls auf diesem Kreise, weil 
< BAB -f BGB = BAB + BEB 
.-. ^ BCB = BEB (§ 25; 10). 

Einem einfachen Vierecke kann ein Kreis umge- 
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schrieben werden, wenn in demselben zwei gegen- 
über liegende Winkel zusammen zwei Rechte be- 
tragen. 

Chr. Clavius m Eukl. III; 22. 

3. Es sei ABCJiEF ein dem 

Kreise um JJf eingeschriebenes Sechseck. 

Bei der Betrachtung der Winkel sind 

drei Fälle zu unterscheiden : 

I. Ein einfaches Sechseck. In demselben sind alle Win- 
kel hohl und man hat 

-^ ASC == \ (4 ü — CMA) =2 n - { CMA 
^ CBE = J (4 iJ _ EMC) ==2 E ~ h EMG 
< EFA = i (4 JB — AME) = 2 iä — J AME 
.•. ^ ABC + CSE 4- EFA = S.2R — 2R = 2.2E. 
Ebenso erhält man 

^ SCD + BEF + FAS = 2.2 E. 
Die Summe je dreier abwechselnder Winkel eines einge- 
schriebenen einfachen Sechsecks ist vier Rechte. 



II. Ein verschobenes Sechseck. Hat 
dasselbe einen convexen Innenwinkel e¥'A, 
so ergiebt sich : 



< ABC = I (4 E - CMA) = 2 ü - f. OMA 

< CDE = l {4: R ~ EMC) ^ 2 E— k ^^G 

< EFA = 4B — i AME 

.: ^ ABC + CDE + EFA = 6 B. 
Ferner < BCD ^ i (i E — DMB) = 2 E - h ^^^ 
^ DEF = i BMF 

< FAS ^ I EMS 

.-. ^ BCÜ + DEF + F^B = 2 ß. 

Die Differenz der Summen je dreier abwechselnder Winkel 
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eines eingeschriebenen vei-schohenen Sechsecks mit einem convexen 
Winkel beträgt vier Rechte. 

III. Ein überschlagenes Sechs- 
eck. Sini! CDJ?, T>EF und UFA cnn- 
vex, so ist 

■y. jLBC + CJDF -i- FFA = 8 J? 
^ J3CD + BFF + FAB ^ iJt 
In einem . überschlagenen eingeschriebenen Sechsecke be- 
träfet der Unterschied der Summen je dreier abwechselnder 
Winkel vier Rechte. 

Zusatz 1. In einem eingeschriebenen einfachen 2«ecke 
ist die Simime der n ungeraden Winkel der Summe (ier n ge- 
raden gleich. 

Zusatz 2. In einem eingeschriebenen einfachen 2weRke 
beträgt die Summe der n ungeraden wie die der n geraden Win- 
ke! (n — 2) S. 

h. N. M. Carnot stellte {Qiom6ttie de pos. 304) die vorstehenden Sätüc 
filr einfache eingeschriebene 2 »ecke auf. 

4. Ein eingeschriebenes Meek mit 
ungerader Eckenzahl lässt sich als eine 
Figur mit gerader Anzahl der Ecken be- 
trachten, indem man eine Ecke als eine 
unendlich kleine Seitenstreeke ansieht, 
welche die Richtung der Tangente hat. 
Denn in der Bildung von Peripheriewin- 
keln stehen Sehnen und Tangenten ein- 
ander gleich (§ 24; 1. 6. 7.). 
In dem eingeschriebenen einfachen Fünfecke ABCDF sei 
OP eine Tangente in E. Zieht man den Radius ME, so ist 
< EÄB + BCD + DEP = ABC + CDE+ OEA = 4 U. 
Weil aber 

< BEP = BEM -f- B, und < OEA = B + MEA 

.: ^ EAB + BCB + BEM = ABC + CBE + MEA. 

Wenn man in einem eingeschriebenen einfachen 

Fünfecke die Anzahl der Winkel dadurch auf sechs 

erhöht, dass man einen derselben durch einen Radius 

in zwei Thcile zerlegt, so sind unter den nun vor- 
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handenen sechs Winkeln die beiden Summen aus je 
flrei abwechselnden Winkeln einander gleich. 

Zusatz. Wenn man einen der Winkel eines eingeschriebe- 
nen einfachen (2n -\- 1) ecks durch einen Kadius in zwei Theilc 
zerlegt, so ist, unter den nun vorhandenen 2 n + 3 hohlen Win- 
keln die Summe der n + 1 ungeraden der Summe der w + 1 
geraden gleich. 

L. K". M. Carnot: Gfom. de poä. 304. 



5. lu dem eingeschriebenen Sechs- 
ecke .1BC9U96 sei AB II 3I3B, SC\\ SS.- 
Daher ist 




^y"^5r|^!C§25:7. Zus. 3.) 

l AC = 316 

.-. „ A^ II %C (§ 25; 7. Zns. 4.}. 



Wenn in einem eingeschriebenen Sechsecke unter 
den gegenüber liegenden Seitenstrecken zwei Paare 
parallel sind, so ist auch das dritte Paar parallel. 
Gergonne; Anii. IV. p. 78. 
Zusatz. Wenn in einem eingeschriebenen (4w -f- 2) eck 
■i« Paare gegenüber liegender Seitenstrecken parallel sind, so 
ist auch das letzte Paar parallel. 
Mübius; Crellc's Journal 36 S. 316. 

§ 27. 
Die Ct'iitriwinkel in umgeschriebenen wecken. 
1. Ein Dreieck sei einem 

Kreise umgeschrieben. Wir 

unterscheiden zwei Fälle: 

I. Das Dreieck ÄBQ 

berühre den inneren 

Kreis um M in den 

Punkten H^, 0, P. 

Dann ist 
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^BMN= l PMN) 
^NMC = 1 NMOf '-^ ^''' ^' 
:. ^ BMC = i PMO 
IL Das Dreieck ÄDE berühre den äusseren Kreiw um M in 
den Punkten Q, 0, P. — Nun hat man 

:. < BME = i PMO. 

. ^ PMA = BME 



^ PiTfß = BMQ, 



Subtrahirt man 
so bleibt 

In einem dem Kreise umgeschriebenen Dreiecke 
ist der einer Seitenstrecke gegenüber liegende Gen - 
triwinkel halb so gross wie dei' Ceiitriwinkei, wel- 
cher auf dem von den Berührungspunkten der bei- 
den andern Seitenstrecken begrenzten ' Bogen steht. 
Dieser Bogen kehrt der jener Seitenstrecke gegenüberliegenden 
Ecke im eingeschlossenen Kreise seine concave, im ausgeschlossenen 
seine convexe Seite zu, und schliesst den dritten Berührungspunkt 
ein oder aus, je nachdem derselbe auf der Seitenstrecke liegt 
oder nicht. 

J. V. Poncelet: Traite des proprietes projectives des figures; Tomel. 
462 (1865. Erste Auagabe 1822). 

Bezeichnet man die Abschnitte der Sciteuatrecken , welche 
zwischen den Ecken und den Berührungspunkten liegen, als 
Tangentenstrecken, so ergiebt sich: 

Zus. 1. < PMO + OMP = 4 B; .: < BMC + OMA 
= 2J? In einem inneren Kreise ergänzen sich die beiden 
Centnwinkel zu zwei Rechten, von denen der eine einer Seiten- 
strecke dei andere einer davon getrennten Tangentenstrecke 
gegenüber liegt 

Zus 2 Aus < BME= \ PMO folgt: ^ BME = PMA. 
In einem ausseien Kreise sind die beiden Centriwinkel ein- 
ander gleich, von denen der eine einer Seitenstrecke, der andere 
einer Tai^entenstrecke gegenüber hegt, die mit jener Seiten- 
Strecke keinen Endpunkt gemein hat. 

2. Die Vorzeichen der Centriwinkel, welche den Seiten- 
strecken eines umgeschriebenen necks gegenüber liegen, ergeben 
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sich, wenn man eine um den Mittelpunkt sich drehende Gerade 
den Umfang des wecke stetig durchlaufen lässt. Je nachdem so 
zwei Centriwinkel in gleichem Drehungssinne oder in entgegen- 
gesetztem durchlaufen werden, haben sie gleiche oder entgegenge- 
setzte Vorzeichen. 

Das Viereck ABCD 
sei einem inner« 
Kreise (um M) umge- 
schrieben. Alle den Sei- 
tenstrecken gegenüber lie- 
genden Centriwinkel ha- 
ben alsdann gleiche Vor- 
zeichen. Sind N und P 
die BerühiTingspunkte der 
Seitenstreeken AB und 
CD, so ist 

^ 1J3IC = l NMP\ 
<C DMA = \ PMNf '■ ' 
.-. < BMG + BMA = l (NMP ■+- PMN) = 2R. 
Zwei Centriwinkel, welche in einem inneren 
Kreise den abwechselnden Seitenstrecken eines um- 
geschriebenen Vierecks gegenüber liegen, betragen 
zusammen zwei Rechte. 

Poncelet; Propriötfe projectives 463. 
3. In Vierecken, die einem äusseren Kreise umgeschrie- 
ben sind, haben die den abwechselnden Seitenstrecken gegenüber 
liegenden Centriwinkel entgegengesetzte Vorzeichen. 

T. In dem einfachen Vierecke AJEG, auf dessen Seiten- 
linien (xÄ und EG die Berührungspunkte N und P liegen, ist 
^ NMG = FME\ 
< NMA = FMJ l 
.: ^ AMG = JME oder GMA + JME = 0. 
n. In dem überschlagenen Vierecke ABEF ist 
< AMD = FME = ^ NMF (1.) 
.-. < AMD = FME oder AMD ■+- EMF = U 

< AME + EMD = FMA 4- AME 
.: ^ EMD = FMA oder DME -^ FMA = 0. 
Die Summe der beiden Centriwinkel, welche 



(1. Zus. 2.) 
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einem äusseren Kreise den abwechselnden Seiten- 
strecken eines umgescliri ebenen Vierecks gegenüber 

4. In dem einem inneren Kreise M 
umgeschriebenen hohlwinldigen Sechs- 
ecke ABCDBF mit den BoTührungs- 
pnnkten % », S, S, g, 5 ist 

< ÄMB = i gj« I 

< CMD — i ajlfS 1 (1.) 

< EMF— i S)Mg) 

.-. < ^MB t Caffl -H EMF= 1 (gjKB + »Jlf» -|- BJtfg) = 2R 
Ebenso ei-giebt sich in dem Sechsecke GBHLEF, welches 
eine einspringende Ecke B hat: 

^ ff-KB = i S-MS 
^ AMC = 5 SUf© 
< BJKP =. ; »Mg. 
.-. < e«B + HMD -) iJÖ-' — 2 7(. 
Je drei Centriwinkel, welche in einem inneren 
Kreise den abwechselnden Seitenstreeken eines um- 
geschriebenen Sechsecks gegenüber liegen, betra- 
gen zusammen zwei Rechte. 
Pöncelet 463. 

5. In dem einem 

äusseren Kreise M um- 
geschriebenen Sechs- 
ecke ABCDFFisl (1.) 
^ AMB = ä SJK» 
^ OMD — ä ajf 6 — 
-I- SJfS) 




, < ^MB -t- CJÖ) + EMF . 



■f, KMF — i I 
; (Elfe + <SM 
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Die Summe der drei Centriwinkel, welchu in 
einem äusseren Kreise den abwechselnden Seiten- 
Strecken eines umgeschriebenen Sechaceka gegen- 
über liegen, ist null, 

Zusatz. Die Summe der w Centrlwinkel, welche in einem 
äusseren Kreise den abwechselnden Seitenstrecken eines umge- 
schriebenen 2 Becks gegenüber liegen, ist null, 

6. Die für das umgeschriebene 2Meck entwickelten Sätze 
gelten auch für das umgeschriebene (2 k + 1) eck, analog § 25; 
6., wenn man den einer Seitenstrecke gegenüber liegenden Cen- 
triwinkel durch den nach dem Berührungspunkte gerichteten Ra- 
dius in zwei Theile zerlegt, so dass 
dadurch die Anzahl der in Betracht 
zu ziehenden Centriwinkel auf eine 
gerade Anzahl steigt. Es soll dies 
an dem umgeschriebenen Fünfeck 
ABODE mit den Bei-ühningspunkten 
3t, SS, 6, S), @, nachgewiesen wer- 
den. Durch den Radius M^ ist der 
Centriwinkel AMB in die Theile 
ÄM^ + 31MB = AMB zerlegt. 

^ BMG = { 9IMß =- 
< DME= i dMiB 

^ AM% = 1 gira 

-•. < BMC + BME + AM% = 0. 

7. Wenn in dem Sechsecke ABCBEF die Geraden A D und 
BE durch den Mittelpunkt des Kreises gehen, so ist 

< AMB + BMC + CMD = 2 K 

< AMS + CMD + EMF = 2 B 

.-. ^ BMC = EMF; 
diese beiden Winkel sind also Scheitelwinkel. 

Wenn in einem Sechsecke, das einem inneren 
Kreise umgeschrieben ist, zwei gegenüberliegende 
Ecken verbindende Diagonalen durch den Mittei- 
punkt gehen, so geht auch die Verbindungslinie des 
dritten Paares gegenüber liegender Ecken durch 
den Mittelpunkt. 

Gergonne: Annales de Math. IV. p. 78. 
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Zus. 1. Die Suinme der w Ceiitriwinkel, welche in einem 
inneren Kreise den abwechselnden Seitenstrecken eines umge- 
schriebenen 2neclcs gegenüber liegen, ist zwei Rechte. 
Poncelet; Propr. proj. I. 46S. 

Zus. 2. Wenn in einem (4n + 2) ecke, das einem inneren 
Kreise umgeschrieben ist, von den 2« -1-1 Paaren gegenüber 
liegender Ecken w Paare mittels Durchmesser verbunden sind, so 
geht auch die Verbindungslinie des übrigen Paares durch den 
Mittelpunkt. 



§ 28. 
Bug'611 und Strecken. 

1. Wir vergleichen zunächst die Abstände der Punkte eines 
Kreises von einem Punkte, dann die Sehnen, 

2. Bei der Vergleichung der Strecken, welche zwischen den 
Punkten eines Kreises und einem festen Punkte liegen, sind drei 
Fälle zu unterscheiden: Der feste Punkt liegt entweder inner- 
halb des Kreises, ausserhalb desselben oder auf dem Kreise, In 
dem letzten Falle sind die zu vergleichenden Strecken Sehnen. 

Von dem Punkte P, der nicht im 
Mittelpunkte des Kreises liegt, ist durch 
den Mittelpunkt M ein Durchmesser ge- 
zogen, dessen Gegenpunkte A und B sind. 
Der beliebige Punkt C des 
Kreises ist mit 31 und P verbun- 
den. Alsdann ist 

FM + MC > FC {i 17; 9.) 
FM + MC = FB 
.-. FB > FC. 
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Liegt P innerhalb des Kreises, so ist 
MP+ PC> MC; M0= MP + PA 
.'. PC > PA. 

Wenn P ausserhalb des Kreises liegt, ' 
so hat man 
PC+ CM> PM; PM=PA + AM 
.: PC>PA. 

Von allen Verbindungslinien eines festen Punk- 
tes mit den Punkten eines Kreises ist diejenige die 
grosseste, welche durch den Mittelpunkt geht, — 
diejenige die kleinste, deren Verlängerung durch 
den Mittelpunkt geht. 

3. Von P aus gerechnet sei S der fernste, A der nächste 
Punkt des Kreises, ferner Bogen JS_E = BC, Bogen BC > SI). 
Nun ist 

^ EMB = BMC (§ 25; 3). 
.-. ^ PME = PMC 

.: PC = FE; ^ EPB = GPB (§ 20; 7.)- 
Wenn Bogen BC > BD ist, so folgt 

< BMC > BMB (§ 25; 3. Zus.) 
.'. ^ PMC < PMB 

.: PC < PD (§ 19; 8.). 
I. Zwei Verbindungslinien eines festen Punktes 
niitPunkten eines Kreises sind einander gleich, wenn 
die letzteren mit dem fernsten Punkte gleiche Bo- 
gen einschliessen. 

n. Von zwei Verbindungslinien eines festen 
Punktes mit Punkten eines Kreises ist diejenige die 
grössere, deren Endpunkt mit dem fernsten Punkte 
den kleineren Bogen einschliesst. 
Eukl. III; 7. 8. 
Zus. 1, Ein Punkt, dessen Abstände von drei oder mehr 
Punkten eines Kreises einander gleich sind, ist der Mittelpunkt 



Eukl. m; 9. 
Zus. 2. Von einem äusseren Punkte aus lassen sich zwei 
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i an einen Kreis legen, und es sind die von dem ge- 
meinschaftlichen Punkte und den Berührungspunkten begrenzten 
Strecken derselben einander gleich. 

Zus. 3. Unter allen Sehnen, die durch einen Punkt der 
Kreislinie gehen, ist der Durehmesser die grosseste; zwei andere 
sind einander gleich, wenn sie mit dem Durchmesser gleiche 
Winkel bilden; von zwei Sehnen ist diejenige die grössere, welche 
mit dem Durchmesser den kleineren Winkel bildet. 

Clavius zu Enkl. III; 15. 

4. i'ällt man aus dem Mittelpunkte 
C eines Kreises die Senkrechten CD, CD' 
■ iiuf die Sehnen AB, Ä'ff und zieht die 
Radien CA, CA\ so ist AD = | AB. 
AB' = \ ÄS {§ 24; 7). Wenn nun noch 
entweder CD = CV 
oder AB = A!B , so Ist 
CI)A ^ CB'Ä (§ 20; 9). 
Im ersten Falle ist daher AB = Ä'ß, im zweiten OD = CD'. 

I. Zwei Sehnen sind einander gleich, wenn sie 
gleiclie Abstände vom Mittelpunkte haben. 

II. Zwei Sehnen haben gleiche Abstände vom 
wenn sie einander gleich sind. 




Mittelpunkte 

Eiikl. III; 14, 




5. In dem Kreise um M seien die 
Sehnen AB, CX> durch die vom Mittel- 
punkte auf sie gefällten Senkrechten ME, 
MF in B und F halhirt. — Zieht mau 
von A aus eine Sehne AG = CD, welche 
in H durch die Senkredite MH halhirt 
wird, so ist auch MB^^ MF. Es sei nun 
MB < MF, mithin auch ME < MB. Dann ist 
< MBB < BEM (§ 19; 1); .-. ^ EBA > ABB. 

.-. AE > AB (§ 19; 2); .-. AS > CD. 
sei AB > CD, also auch AB > AH. Dann ist 
^ EBA. > ^_Eff(§ 19; 1); .'. ^ MBB < BBM. 
.: ME < MB{^ 19; 2); .-. MB < MF. 
Von zwei Sehnen eines Kreises istdiejenige die 
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grössere, welche den kleineren Abstand vom Mittel- 
punkte hat. 

IL Von zwei Sehnen hat die grössere den kleine- 
ren Abstand vom Mitteipunkte. 

Zusatz, Von allen Sehnen eines Kreises ist, der 
Durchmesser die grösste. 
Eukl. III; U. 



0. Durch den, innerhalb des Kreises 
um M liegenden, Punkt P gehen die Sehueii /' 
AB, CD, unter denen AS auf dem durch 
P gehenden Durchmesser senkrecht steht. 




Fällt man aus M die Senkrechte MQ auf CD, so ist 
MQ < MP, folglich CD > AB (S. L). 

Von allen Sehnen, die durch einen Punkt inner- 
halb eines Kreises gehen, ist diejenige die kleinste, 
welche auf dem durch denselben Punkt gehenden 
Durchmesser senkrecht steht. 



§ 2Ö. 
Itestiuimuiig: der BeiiUimngspunkte auf unigesclirielbeiieu neeiken. 

1. Bezeichnung. Wenn ein weck ABC . . . einem Kreise 
umgeschrieben ist, so sind je zwei in einer Ecke zusammenstossende 
Tangentenstrecken, welche von der Ecke und den benachbarten 
Berührungspunkten begrenzt werden , einander gleich (§ 28 ; 
3. Zus. 2). Sie sollen durch den der Bezeichnung der Ecke ent- 
sprechenden kleinen Buchstaben ausgedrückt werden. 

Liegt der Berührungspunkt der Seitenlinie AB auf der 
Strecke AB selbst, so ist AB = a + i, oder A^ — a — b =^0. 
Befindet sich aber der Berührungspunkt auf der Verlängerung 
von AB über B hinaus, so ist AB -{- h ^ a, oder « — ?) 
— AB = 0. Tm ersten Falle sind die Vorzeichen der Tangen- 
tenstrecken a und i dem von AB entgegengesetzt; im zweiten 
haben 6 und AB gleiche Vorzeichen. Allgemein sind mithin die 
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Vorzeichen einer Seitenstrecbe und der auf derselben Seitenlinie 
befindliehen Tangentenstrecke gleich oder ungleich, je nachdem 
beide Streelten von der gemeinschaftlichen Ecke aus entgegen- 
setzte oder gleiche Richtung haben. 

2. Unter den sieben Feldern, in welche die Ebene von den 
drei Seitenlinien eines Dreiecks zerlegt wird (§ 10; 1,), werden 
vier von je drei Seitenlinien eines Breiecks begren2t. 

Die Seitenlinien eines Dreiecks können also vier 
Kreise berühren: einen inneren und drei äussere. 

I. Das Dreieck AJiC sei einem inneren Kreise umgeschrie- 
ben. — Es ist dann 






a+ b ~ AB 




b + c — BC 




+ a=OA 




.: AB + BC — CA = 2S 




BC + CA — AB = 2e 




CA + AB - BC — 2a. 


In einem 


Tangentendreiecke, welches einen 


neren Kreis 


berülirt, ist der üeberschuss zweier 



Seitenstreeken über die dritte der Summe der Tan- 
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gentenstrecken an der Ecke gleich, an welche 
beiden Strecken zusammentreffen. 

Änmerk, Chr. Clavius sclireibt (zu Eukl. IV; 4. [1589] S. 4ßl) diesen 
SatK dem Giovanni Battista Eenedetti (gest. 1590) zu. 

II. Das Dreieck ASC berühre einen äusseren Kreis. Die 
Tangentenstrecken des Kreises, welcher die Seitenstrecke 



BC von aussen berührt, seien a^, 
CA „ „ „ „ (h, 

AB „ „ „ „ %, 



I ßii 



Man erhält nun : für 
den Kreis, welcher BC 
von aussen berührt: 

ßi — 6i = AB 

fe^ + ci == BC 

a,- c,= CA 
.■.2h, ^BC + CA 

— AB 
2ci =AB + BC 

— CA 
2«, ^AB + BC 

+ CA; 
für den Kreis, welcher 
CA von aussen berührt : 
2b^=AB-\-BC+CA 
2c^=AB—BC + CA 
2a, -r^- AB + BC 

-\- CA; 
für den Kreis, welcher AB von aussen berührt.: 

263 ^ AB - BC + CA 

2cs = AB + BC + CA 

2fl3 = AB + BC — CA. 
Beachtet man, was oben (1.) über die Vorzeichen gesagt, 
wurde und ausserdem, dass die Seitenstreckeu dieselben Vor- 
zeichen wie die ihnen gegenüber liegenden Centriwinkel haben, 
also z. B. in Bezug auf den BC von aussen berührenden Kreis 
die Vorzeichen von AB und CA dem von BC entgegengesetzt 
sind ; so ergeben sieh die vorstehenden neun Gleichungen aus 
dem unter I. aufgestellten Satze. 
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Zus. 1. Es ist a ^ e^ = \ 

C = Jj = Og 

«1 = ig = Cg. 

Die beiden Berührungspunkte, welche auf einer Seitenstrecke, 
so wie die, welche auf den Verlängerungen derselben liegen, be- 
stimmen mit den Ecken gleiche Tangentenstreeken. 

Zus. 2. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist die Summe 
der den rechten Winkel einschliessenden Tangentenstrecken dem 
Durchmesser des eingeschriebenen Kreises gleich. 

3. Ein dem 

Kreise M umge- 
schriebenes 

Viereck sehliesst 

I. den berühr- 
ten Kreis ein. — In 
dem hohlwinkiigen 
Vierecke ABCl) ist 
kürzer ; 

c =BÖ - b = BC— AB-^- a —c = h—BG 

d^CB- c=GD — BC+AB~a d=CD~c 

a ^ DA ^ d = DA — CD + BC — AB + a; -^a=d — DA: 
.-. AB -{- CD = BC + DA.' 
Ebenso erhalt man für das Viereck AJECF mit einspringen- 
der Ecke: 

AS +CF = GE -t- FA. 
Wenn ein Tangenten Viereck einen inneren Kreis 
berührt, so sind die Summen je zweier gegenüber 
liegender Seitenstrecken einander gleich. 

IL Der berührte Kreis liegt ausserhalb des Tangenten- 
vierecks. — In dem hohlwinkügen Tangentenvierecke AGRJ ist 
g=a - AG 
h = g - GH 
i — h + HJ 
a = i + JA 
.: AG + GR ~ BJ + JA ; AG — HJ = JA Off. 
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In dem üherschlagenen Vierecke JKGL ist 
h^ i — JK 
— g = 1 - KG 
-^ l = GL — g 
i ^ LJ ^ l; 
.'. JK + KG ^ GL + LJ; KQ — LJ = GL — JK. 
Beachtet man, dass die Seitenstrecken des Vierecks gleiche 
oder ungleiche Vorzeichen haben, je nachdem die ihnen gegen- 
über liegenden Centriwinkel mit gleichen oder ungleichen Vor- 
zeichen versehen sind, so ergiebt sieh der Satz: 

Wenn ein Tang entenviereck einen äusseren Kreis 
berührt, so ist die Summe zweier anstossender Sei- 
ten, denen Centriwinkel mit ungleichen Vorzeichen 
gegenüber liegen, der Summe der beiden übrigen 
gleich. 

J. Steiner: Crelle'B Journal Bd. 32 (1836) S. SOS— 310. 
4. (Umkehrung von 3.) Wenn in einem Vierecke die 
Summe zweier Seitenstrecken der Summe der bei- 
den übrigen gleich ist, so kann demselben ein Kreiw 
eingeschrieben werden. 

I, Dieser Kreis liegt innerhalb des Vierecks, 
wenn jede der gleichen Summen aus zwei gegenüber 
liegenden Seiten st recken besteht. Dmin, wäre J_B -f CD 
= BC -\- DA in dem Vierecke ABCB, so giebt es einen Kreis, 
welcher AB^ BG und CD von innen berührt (§ 24; 10). Wäre 
nun DA keine Tangente dieses Kreises, so ziehe man durch D 
eine Tangente, welche J-B in A' sehneidet und mit den drei 
übrigen Tangenten den Kreis umsehliesst. Alsdann ist 
AB + OB = BC + DA; 
AB +CD = SO + DA (3.) 
.-. AA' = DA ~ DA, 
was unmöglich ist (§ 19; 3. Zus). 

IL Der eingeschriebene Kreis Hegt ausserhalb 
des Vierecks, wenn zwei anstossende Seitenstrecken 
zusammen den übrigen gleich sind. 

In dem überschlagenen Vierecke JKGL sei JK -{- KG 
= GL -\- LJ. Schneiden JK und GL einander in A, so giebt 
es einen Ki'eis, welcher in dem Dreiecke AGK die Strecke GK 
von aussen, die Linien GA, AK von innen berührt. Wäre nun 

Kruse, Qeometrie. 6 
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TJ keine Tangente dieses Kreises, so ziehe man aus J eine Tan- 
,yente, welche JK in IJ schneidet und mit den drei übrigen den 
Kreis nicht einschliesst. Alsdann ist 

JK -i- KG ^ GL + TJ: 
JK -i- KG =-- GL' + L'J. 
.: LL' = LJ— L'J, 
was unmöglich ist (§ lil; 3. Zus.)- 

5. I. Das Fünfeck ÄBCDE soi 
£■ einem inneren Kreise umgeschrieben. -- 
' Es ergiebt sich 

?,==« + ^B 

- c = h — BC 
d ^ CD - c 

— c =^ d — DE 
~ a = EA - e 

.: 2« = ~ AB + SC - CD 
+ DK — EA. 
Wenn ein Fünfeck einem inneren Kreise um- 
geschrieben ist, so ist der Unterschied ans den 
Summen der geraden und der ungeraden Seiten- 
strecken der Summe beider Tangentenstrecken an 
derjenigen Ecke gleich, in welcher zwei ungerade 
Strecken zusammentreffen. 

Ist ein Fünfeck ABCDE einem 
. Kreise umgeschrieben, so 
erhalt man 

h = AB ~ a 
c = b + SC 

— dr= c - CD 

- e ^ DE - d 
a = EÄ — e. 

_ = \B + BC — rD + DE ^ F4 
Aus dei Gleiehun^ fü\ ein Fünfeck welches einem innei n 
Kiei e ungeschrieben ist eihalt min die vorstehende fui ein 
einen au'iseien Kiei'-e umgeschriebenes Fünfeck geltende sofoit 
wenn man den Seitensti ecken des letzteren dieselben Vorzeichen 
t,iebt welche den ihnen gegenüber liegenden Gentiiwmkeln zu 
kommen d h wenn lun F4 und 4B uef,atn nimmt Mit Be 




y Google 



Oongraenz. 



achtung dieser Regel iur die Vorzeichea gilt also der oben 
ausgesprochene Satz fiJr jedes umgeschriebene 
Fünfeck. 

IL In einem umgeschriebenen (2w 4 1) ecke ist 
der Unterschied aus den Summen der geraden und 
der ungeraden Seitenstrecken der Summe beider 
Tangentenstrecken an derjenigen Ecke gleich, an 
welcher zwei ungerade Seitenstrecken zusammen- 
treffen, vorausgesetzt, dass man den Seitenstrecken 
die Vorzeichen der ihnen gegenüber liegenden Cen- 
tri Winkel giebt. 

6. I. Das Sechseck JBCDEF sei 
einem inneren Kreise umgeschrieben. — 
Nun ist 

i^AB — a; | — e -= ä ~ DE 
-c^h^BC f^EF—e. 

d=CD-c ' -a=f~FÄ; 
.-. AB+CD + EF=BC + DE+ FA. 

Für ein Sechseck, welches einem äusseren Kreise uiuge- 
schriehen ist, ändert sich die vorstehende Gleichung nur insofern, 
als die auf entgegengesetzten Seiten des Gebildes berührten 
Seitenstrecken (für welche die gegenüber liegenden Centriwinkel 
gegenwendig sind) entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. Allge- 
mein gilt demnach der Satz: 

In einem umgeschriebenen Sechsecke sind die 
algebraischen Summen der geraden und der unge- 
raden Seitenstrecken einander gleich. 

U. Allgemein 1 In einem umgeschriebenen 2neck 
sind die algebraischen Summen aus den geraden und 
den ungeraden Seitenstrecken einander gleich. 

Anmerk. Unter den yorstehenden Sätzen wurden diqenigen, welche 
necke betreffen, die einem inneren Kreise umgeäclirieben sind, von M. Pitot 
entdeckt: Mßmoires de Paria (1725) j). 45—47, 




y Google 



Melirere Kruise. 

1. Die Gerade, welche durch die Mittelpunkte zweier Kreise 
geht, wird ihre Centrale genannt. Dieselbe schneidet jeden der 
beiden Kreise in zwei Punkten (§ 24; 2). 

Zwei Kreise lassen drei verschiedene Lagen unterscheiden. 
Sie haben nämlich entweder 

1. einen Punkt der Centralen, oder 

II. einen Punkt ausserhalb der Centralen, oder 
in. keinen Punkt — gemein. 

2, In zwei Kreisen, die einen Punkt der Centralen gemein 
haben, liegt dieser gemeinschaftliclie Punkt entweder auf der von 
den beiden Mittelpunkten begi'enzten Strecke, oder auf der Ver- 
längerung ( 

I. Die beiden Kreise 

um M und JV mit den Ra- 
dien r und Q haben den 
Punkt A der Centralen ge- 
mein, welcher zwischen M 

und N liegt, so dass 
MN = MÄ + AN= r + Q. —' 
Verbindet man einen beliebigen Punkt B des Kreises um N mit. 
M und JV, so ist 

MB + BN> MN(^ 19; 3); 
.'. MB > MA, oder MB > r. 
B liegt also ausserhalb des Kreises um Jlf (§ 6; 12. Zus. 2). Die 
beiden Kreise haben also ausser A keinen Punkt gemein, und es 
liegen alle übrigen Punkte des einen ausserhalb des andern. Man 
sagt in diesem Falle: Die beiden Kreise berühren ein- 
ander von aussen. 

Zwei Kreise berühren einander von aussen, wenn 
der Abstand ihrer Mittelpunkte der Summe ihrer 
Kadien gleich ist. 
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II. Die Mittelpunkte M und N 
zweier Kreise, welche den Punkt A ilirer 
Centralen gemein haben, liegen auf einer 
Seite dieses Punktes, so dass (wenn 
MA = r, NA = q) MN = r — q -Ist. 

Verbindet man einen beliebigen Punkt 
li den Kreises um iV mit M und N, 
so iat 

MB < MN -\~ NB (§ 19; 3): 
MN + NB = MA. = r; 
.: MB < r. 

Der Punkt B liegt also innerhalb des Kreises um M (g (3 ; 
12. Zus. 2). Die beiden Kreise haben demnach ausser A keinen 
Punkt gemein, und es liegt der Kreis um N innerhalb des Kreises 
um M. 

Wenn zwei Kreise nur einen Punkt gemein haben und alle 
ilbrigen Punkte des einen innerhalb des andern liegen, so sagt 
man; sie berühren einander von innen. 

Zwei Kreise berühren einander von innen, wenn 
der Abstand ihrer Mittelpunkte dem Unterschiede 
ihrer Radien gleich ist. 

III. Aus den beiden vorstehenden Sätzen ergiebt sich all- 
gemein : 

Zwei Kreise berühren einander, wenn sie einen 
Punkt der Centralen gemein haben. 

Papp OB (aus Alexandrieu, 
graecos pr. Amst. 1735. S. 320) 

Zusatz. Errichtet man in dem Punkte A eine Senkrechte 
auf der Centralen MN, so ist dieselbe eine Tangente beider 
Kreise (§ 24; 4). So ergiebt sich: 

Wenn zwei Kreise einen Punkt der Centralen ge- 
mein haben, so werden sie in demselben von einer 
gemeinschaftlichen Tangente berührt. 
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3. Die beiden Kreise mn M 
und N mit den Radien r und q 
haben den ausserhalb der Gentra- 
\ len Hegenden Punkt A gemein, so 
] dass MA + NA > MN, oder 
\- Q > MN ist. — Fällt man 
aus A die Senkrechte AB auf die 
Centrale und verlängert dieselbe 
um BÄ = AB, so ist A MAB 
^ MJ:B und A NAB ^ NÄB, 

.-. j- = ilfX = MÄ; Q = NA = NA. 
Ä liegt also auch auf beiden Kreisen und AA ist eine ge- 
meinschaftliche Sehne derselben. Hieraus folgt, dass von jedem 
Kreise Theile auf beiden Seiten der Sehne AJl liegen, die Kreise 
einander also in A und A' schneiden. 

Zwei Kreise, welche einen ausserhalb der Cen- 
tralen liegenden Punkt gemein haben, schneiden 
einander in diesem und einem zweiten Punkte; die 
Verbindungslinie beider Durchschnittspunkte ist 
eine beiden Kreisen gemeinschaftliche Sehne, welche 
von der Centralen senkrecht halbirt wird. 
Chr. F. Pfleiderer: Scholien zu Euklid 3. Heft S. 18. 

Der Berührungspunkt zweier Kreise ist ein Punkt 



. Buch, griecli. 



i C. J. Gerhardt, 



der Centralen. 

Pappos; (Samml. 7. 

1871) VII; 98. 100. 

Zus. 2. Zwei Kreise mit den Radien r und pv schneiden 

einander, wenn zugleich r + c >• MN und auch r — p < MN ist. 
4. I. Drei Kreise schnei- 
den einander paarweise in P. 
Q und B auf den Seiten- 
strecken AB, AG, BC eines 
Dreiecks. — Schneiden ein- 
ander nun die beiden Kreise 
JFQ und BRP ausserdem in 
0, so ist ^ ^ + QOP = B 
+ POE = 2B i% 26; 1), 
folglich auch ^ C -h BO^ 
=^ 2R. liegt also auf dem 
Kreise QCR (§ 26; 2). 
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Wenn firei Kreise, v 
eines Dreiecks gehen, 



elehe rturcli die dn 
(iiiaiidei- paarweise 



Ecke 



8 gehen j 



uf den 
e durch einen 



Seitenstrecken schneide 
Punkt. 

n. Umgekehrt: Drei Kreise gehen durch einen Punkt 
und schneiden einander ausserdem paarweise in P, Q uml R. - - 
Zieht man durch P eine Gerade, welche von zwei Kreisen in Ä 
und -B geschnitten wird, und trefl'en AQ und SM in G zusammen, 
so ist wiederum 

< A. + QOP = B + FOR, 
.-. ^ C+ ROQ = 2R. 
C liegt demnach auf dem Kreise EOQ. 

Wenn d r ei Kr eise durch einen Punkt (J gehen, und 
man zieht aus einem beliebigen Punkte Ä des einen 
Kreises zwei Gerade durch diebeiden andernDuvch- 
schnittspunkte P, Q desselben, welche von den an- 
dern Kreisen in S und G geschnitten werden, so 
geht die Gerade BC durch den letzten Kreisdurch- 
sehnitt R. 

La Fremoire: Problfemes de geom. (1852) II; U. 

5. In einem vollständi- 
gen Yierseite ABGBEF ist 
jedem der darin enthaltenen 
Dreiecke, ABC, AFD, BFE, 
I)EC ein Kreis umgeschrie- j 
ben. Von diesen vier Kreisen/ 
gehen drei durch die Ecken \ 
des Dreiecks A3C und schnei 
den einander paarweise aul 
den Seitenstrecken desselben 
\aB,E,F. Diese diei Kieifee 
ABF, BEF, CEB ' schneiden einander also in einem Punkte M 
(4. I.). Ebenso gehen die Kreise ABC, BFE, BEC durch die 
Ecken des Dreiecks A1''B und schneiden einander paarweise in 
B, E, G; sie haben mithin ebenfalls einen Punkt gemein. Da 
nun zwei unter den drei letzten Dreiecken durch M gehen, so 
haben alle vier Kreise diesen Punkt gemein. — Oder: Schneiden 
einander die Kreise BEF und CBE in M, so ist 
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^ OME + EDC = 2 B 
^ EMF -\- FBE= 2E 

< J-_B£ = J?^C + AGB 

.: ^ GM/) + BMF ■+- BAU + ^CB + FDC -- 4Ü 
^ CMD ^ CED = ^^i*' 

< CMD H- ^CB + EBC = 2if 
.-. ^ B]\£F ■+- FAB = 2B. 

Durch A, B, M, F geht also ein Kreis u. s. w. 
Die vier Kreise, welche den vier in einem voll- 
Ktändigen Vierseite enthaltenen Dreiecken umge- 
schrieben sind, schneiden einander in einemPunkte. 
La Fremoire a. a. 0. ni; 51. 
Zus. 1. Es ist 

^ MCA = MEF = MBF. 
^ MAG = MBC = MFB u. s. w. 
Die Verbindungslinien des Punktes M mit den 
Durchschnitten einer Seitenstrecke bilden mit den 
drei übrigen Seitenstrecken gleiche Winkel, 
Zus. 2. Es ist 

^ AMB = AFB = BME 
< BMJ = BGA ^ EMB; 
Ebenso < CMB = GEB = BEF =- BMF; 

< GMB = BMF u. s. w. 

Je zwei gegenüber liegenden Seitenstrecken der 
in demvollstäniiigen Vierseite enthaltenen einfachen 
Vierecke liegen am Punkte ilf gleiche Winkel gegen- 
über. 

6. Von dem Punkte auf einem Kreise 
seien nach den Seitenstrecken AB, BC, CA 
des eingeschriebenen Dreiecks ABG die Ge- 
"7\ raden OG', OA', OS', so gezogen, dass die 
gleichwendigen Winkel OG'A, OA'C, OBA 
einander gleich sind. — Dann sind die Vier- 
ecke OA^GB', und OB'C'A Sehnenviereeke 
(§ 25; 10. § 26; 2), mithin 
< GOÄ = CSÄ; < AOG' = AB'C' ; 
< BAO -f- 0GB = ÄCO + OCB; 
.-. < C'AO = OGÄ; 
.'. < AOC = GOÄ 
.-. ^ GSÄ = AB'G'. 
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lief 



Die Punkte A', ff, 0' liegen also auf einer Geraden. 
Die Fusspunkte der drei (leraden, welche von 
eni Kreispiinkte aus so nach den Seitenstre eken 
es eingeschriehenen Dreiecks gezogen sind, dass 
mit diesen gleiche g'leichwendige Winkel bilden, 
;en auf einer Geraden. 

Zus. Die Fusspunkte der von einem Kreispunkte 
auf die Seitenstrecken eines eingeschriebenen 
tiecks gefällten Senkrechten liegen auf einer 
■aden. 




7. In dem Dreiecke ABC sei A^i^ ± BC, BB^ X CA\ AA, 
und BBi schneiden einander in 0. — Verlängert man die Ge- 
rade CO bis zu ihrem Durchschnitte C^ mit AB, so sind OA^GBi 
und ABA^Bi Sehnenvierecke (§ 25 ; 10. § 26 ; 2). Daher ist 
^B^AiCiS) = B,OC = BOO\ 
^ AA^B^ == ABB, 
< AJ.iBi + B,JiC{B) = R = BOG, + ABB, 
.-. ^ CC,B = B. 
Man nennt eine Grcrade, welche die Ecke eines Dreiecks mit 
der gegenüber liegenden Seitenlinie senkrecht verbindet , eine 
Höhe des Dreiecks. 

Die drei Höhen eines Dreiecks schneiden ein- 
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ander in eine in Punkte, de in gemeinsamen Dui'cii- 
sehnittspunkte der drei Kreise, welche je durch eine 
Ecke und die Fusspunkte der von den beiden andern 
Ecken auslaufenden Höhen gehen. 

Archimeiies: Lemmata, Satz 5. — Vgl. Pappos VD; 60. 

Zusatz. Den Satz, „die drei Hölieii 
eines Dreiecks schneiden einander in einem 
Punkte", bewies K. F. G a u s s (1810, in Schu- 
maeher's Uebei'Setzung von Carnot's Geo- 
^'* metrie der Stellung, II. p. 363) auf folgende 
Art: In dem Dreiecke BEF seien DG, 
EH und FJ die Höhen. — Zieht man 
durch die drei Ecken Parallelen zu den 
gegenüber liegenden Seitenstrecken und 
Rchneiden einander diese Parallelen in A, B, C, so ist auch 
DG -L BC, EH ± ÄC, FJ ± AB; ferner ist 
DE= AF ^ FB; EF = BD = DC; FD = CE ■--= EA. 
Der Mittelpunkt des dem Dreiecke ABC umgeschriebenen 
Kreises liegt also in DG, in EH und in FJ (§ 24; 9); diese drei 
Geraden müssen daher einander in einem Punkte schneiden. 

^ 8. In dem Dreiecke ABC schneiden 

einander die drei Höhen AT>, BE, CF in 

(7.). — Nun sind die Vierecke AFOE^ 
BDOF, CFOD, ABDE, BCEF, ÜAFl) 
Sehnen vi er ecke; daher ist 
< GAB = BOF = BDF = EOC = EDC; 
^ FDA = FCA = ODE. 
AD ist mithin die Halbirungslinie des Winkels FDE, und 
BC halbii-t die beiden Nebenwinkel von FDE. Ebenso lässt sich 
zeigen, dass 

< ABC = CED = FEA. 

^ BEB = BEF, 

< BCA = JFE = DFB, 
^ EFC =- CED ist. 

Die Punkte 0, A, B. C sind also die Mittelpunkte der vier 
Kreise, welche dem Dreiecke DBF eingeschrieben sind (§ 24 ; 10). 
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Die Ecken eines Dreiecks und der Durchschnitt 
seiner Höhen sind die Mittelpunkte der vier Kreise, 
welche die drei Verbindungsünien der Höhenfuss- 
punkte berühren. 

K. W. Feuerbach: Geradliniges Dreieck (1822) § 24. 

9. Durch den Berührangspunkt F zweier Kreise gehen zwei 
Gerade, welche ausser P den einen Kreis in A und B, den an- 




dern in Ä und -B" schneiden. — Legt man durch P die ge- 
meinschaftliche Tangente TT. so ist (§ 25 ; 7) 
^ APT — ABT = ÄÜ^P. 

Also sind die Sehnen AB und Älß parallel. 

Wenn zwei Gerade durch den Berührungspunkt 
zweier Kreise gehen, so sind die beiden von ihnen 
eingeschlossenen Sehnen parallel. 
Pappos: Samml. VII; 102. 106, 

10. Zwei Kreise 
um M und 9Jl schnei- 
den einander in 
und F. Durch gehen 
zwei Gerade , von [ 
denen die beiden 1 
Kreise die Strecken 
A%, B^ abschneiden^ 
deren Endpunkte die 
Sehnen AB, 2158 ver- 
binden. — Verbindet man die Endpunkte der Strecken A%, BiS 
mit P und bezeichnet den Durchschnittspunkt der (nöthigenfalls 
verlängerten) Sehnen AB, 3lSß durch H, so ist 
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< äOB + BOai ^ ifO'Jt + 3ti« 
.-. -^ .401? = AFB = 9li^. 

Den Sehnen AB und 31© liegen also am Punkte P gleiche 
Wintel gegenüber. Ferner ist 

' < iSFÄ + ^PB = %F^ + SßP.4, oder 
^ 35PB = 5IP4. 
Den Strecken %Ä und SS liegen mithin am Punkte F eben- 
falls gleiche Winkel gegenüber. 

Allen Strecken, welehe von zwei Kreisen auf den 
durch ihren einen Durchschnittspunkt gehenden Ge- 
raden abgeschnitten werden, liegen an dem andern 
Durchschnittspunkte gleiche Winkel gegenüber. 
A. F. Möbins: Statik 118. 
Zus. 1. Zieht man von P aus durch M und 51t die Durch- 
messer FC und PS, femer 00 und 06, so ist 

< OOF = PO® = B, 
«Lithin ist 006 eine Gerade. ^ CP6 = AF^. 

Zieht man von dem einen Dui'chschnitte zweier Kreise die bei- 
den Durchmesser, so liegen die beiden andern Endpunkte derselben 
mit dem zweiten Durchschnitte der Kreise auf einer Geraden. 
G. W. Krafft: Instit. geom. sublim. (1753) § 64. 
Zus. 2. Es ist ^31P0 = ^^0 
< OPA = OBA 

.-. it m'A = aisso + OBA = ^da. 

11. Der Mittelpunkt M eines 
Kreises liege auf einem zweiten Kreise, 
der um N mit dem Radius MN be- 

,1 — «\ \ schrieben ist. Die Centrale schneide 

-/— - — JÜi^Jfl den Kreis um JV zum zweiten Male 

in D, und es gehe durch J) eine 

Gerade, welche den Kreis um iV in C, den Kreis um If in .4 und 

B schneidet. — Nun ist ^ MCD = B {§ 25: 6. Zus. 1), mithin 

ist AC = OB (§ 24; 7. I.). 

Die Sehne ein es Kreises wird durch einen zweiten 
Kreis halbirt, der durch den Mittelpunkt desersteren 
und durch den Durchschnitt der Sehne (oder ihrer 
Verlängerung) und der Centralen geht. 
Papp OS: Samml. VU; 91. 
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Anmerk. Der Punkt D kann ausserhalb des Kreises um M, ii 
desselben oder auf demselben liegen. 

12. Um den Punkt M seien zwei 
(coneentrische) Kreise beschrieben. Eine ^/-~ 
beliebige Gerade schneide den äusseren [ 
Kreis in A und S, den inneren in C und 
D. — Fällt man aus M eine Senkrechte 
MO auf AB, so ist (§ 24; 7. I.) 

AO = OB 
CO = OD 
.: AC =- DB; AD = CB. 
Zwei coneentrische Kreise sehneiden auf einer 
Geraden zwei gleiche Strecken ab. 

Zusatz. Bei-ührt die Gerade AB in den inneren Kreis, 
so ist AO = OB. 

PappoB: Samml. VII; 77—79. 

13. Von zwei Kreisen, die ein 
ander in A und B schneiden, gehe der 
eine, mit dem Centrum N, durch den 
Mittelpunkt M des andera. Ans A ist 
femer der Durchmesser AE und eine 
Sehne AC des Kreises JM" gezogen; AG 
schneide den Kreis um iVin D. — ■ Dann 
ist (§ 25 ; 7) 



DCB. 



Umgekehrt, wenn zwei Peripheriewinkel ADB, AMB in 
einem Kreise auf demselben Bogen AB stehen, und man ver- 
längert den nach dem einen Endpunkte A des Bogens gehenden 
Schenkel eines, jeden um den andern Schenkel, so liegen die 
neuen Endpunkte 6' E auf einem zweiten Kreise, 

Zusatz. Da AM = MB, AM -h MB = AB, und AB 
> AC ist, so ist auch AM + MB y- AT) +_ DR 






^ AMB = ADB: 




^ ABB - JßB. 


Ferner ist 


iC MEB — EBM; 




.: j; EBM = CBD = 




.-. BB =, DC. 
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Von allen Peripheriewinkeln, die in einem Kreise auf dem- 
selben Bogen stehen, hat der gleichschenklige die grosseste 
S ch enkelsumm e . 

i. 47. — Bret- 

' 14. Zwei Kreise mit 
mit gleichen Radien 
schneiden einander in A 
und B. Durch S sei 
eine Gerade gezogen, 
welche die erwähnten 
Kreise in F und H, einen 
dritten über AH als 
Durchmesser beschriebe- 
nen Kreis in G schnei- 
det. — Nun ist 
^ ÄFH ^ AJIF (§ 25 ; 7) ; .-. AF = AH; 
< AGB = ü (§ 25 ; 6. Zus. 1); .-. FG = GH. 
Geht eine Gerade durch einen Schnittpunkt 
zweier gleicher Kreise, so wird die von diesen Krei- 
sen begrenzte Strecke derselben durch einen dritten 
Kreis halbirt, welcher die gemeinschaftliche Sehne 
der beiden ersten zum Durchmesser hat. 

Zusatz, Beschreibt man um A einen beliebigen Kreis, 
welcher die beiden gleichen in den von B ungleich weit ent- 
fernten Punkten C und F schneidet, so liegen B, C und F auf 
einer Geraden. — BF schneide den Kreis über AF in D etc. 




III, pr, ] 



: Opus geom. quadv. 



(lim) 
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Aftingleicliheit. § 31. § 32. 



Viertes Hanptstück: 
Die Affinglelchheit 

§31. 
Einleitung. 

1. Zwei Gebilde heissen affingieich (@), wenn sie auf 
einem Strahlbünde! so liegen können, dass die perspeetivisch ent- 
sprechenden Geraden auf demselben Strahle, welcher die „Axe 
der Affingleiehheit" genannt wird, einander schneiden. 

Anmerk. Den Namen dieser Verwandtschaft der Gebilde und das Zeichen 
g gab J. H. T. Müller an: Geom. I. (1844) S. 193. Seine Deflnition sÜmmt 
mit deijenigen überein, welche A. F. Mübius für „gleiche" Figuren und 
Punklaysteme feststellte; Barycentr. Calcul (1827) § 161. Letztere ist um- 
fasBender alB die oben gegebene Erklärung, aber nicbt rein geometriBch. 

2. Ist ein Gebilde auf einem Strahlbündel gegeben, so kann 
man behufs der Herstellung eines zweiten perspectivischen und 
affingleichen Gebildes nur eine Seitenstrecke desselben willkürlich 
annehmen. Denn der Durchschnitt dieser Strecke mit der ihr 
entsprechenden bestimmt die Lage der Äxe , und also auch 
sämmtliche Durchschnitte entsprechender Strecken. 

3. Aus dem Begriffe der Congruenz (§ 17; 1) ergiebt sich 
mittelst § 20; 10: Wenn von den drei Gebilden A, B, C 

A ^ B; B B C; .: Ä B C. 



% 32. 
Zwei afBiig'Ieicli« Punktreihen. 

1. Zwei Punktreihen sind stets affingieich, wenn sie per- 
speetivisch auf einem Strahlbitndel liegen {§ 31; 1). 

2. Eine Punktreihe bestimmt auf 
einer Geraden die gleichen Strecken 
AB == BC= CD.., und es sind durch 
die Punkte A, B, C, D.. parallele Ge- 
rade gezogen, welche eine andere Gerade 
in F, G, H, J treffen. — Zieht man von 

den letzteren Punkten aus parallel zu AD die Strecken FB, GC', 
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HB\ deren Endpunkte i?', C\ I)' bezüglich auf BG, CH, DJ 
liegen, so ist 

AB ^. FB, BC 1): GC, CD # HD' (§ 18; 6); 
.*. A FB'G ^ GC'H ^ HB'J (§ 20 ; 8) ; .'. FG=GH^ HJ. 
Wenn ein Strahlbündel auf der einen von zwei 
geschnittenen Geraden gleiche Strecken abschnei- 
det, so sind auch die Theijstrecken auf der andern 
gleich. 
5__ Zus. 1. Um eine Strecke AB in eine 

ganze Anzahl n gleicher Theile zu zerlegen, 
zieht man von A und B aus zwei paral- 
lele, aber entgegengesetzt gerichtete Ge- 
rade und schneidet auf jeder derselben 
» — 1 gleiche Strecken ab: AAi = AxA^ 
= A^3 — . ■ = BBi =B^B^ = B,Bs^.. 
Dann sind die Verbindungslinien derjeni- 
gen Theilpunkte, deren Zeigersumme n beträgt, parallel (also für 
n = 4: AiB^ II A^Ai \\ AaB^.). Es wird also durch sie AB in 
n gleiche Theile zerlegt. 

Claviua: za Eukl. I; 40. — VI; 10. 
Zus. 2. Wenn s eine Strecke (Fläche), b eine begi'enzte 
Linie (Fläche), w eine ganze Zahl bezeichnet, und es ist 

b ^= n . s, 
so wird s ein Mass von & genannt. Bedeutet c eine andere be- 
grenzte Linie (Fläche), m eine ganze Zahl, und es ist 

so heisst s das gemeinschaftliche Mass von i und c. 

Zwei Linien (Flächen) heissen conimensurabel oder in- 
commensurabel je nachdem sie ein gemeinschaftliches Mass 
haben odei nicht 

Hieraus folgt, dass da<: Verhältniss zweier commensurabeler 
Linien (Flachen) durch eme rationale Zahl ausgedrückt werden 
kann, und dass zwei solche Grössen commensurabel sind, wenn 
ihr Verhiiltniss lational ist Das Verhältniss incommensurabeler 
Linien (flachen) lässt sich demnach nicht durch rationale Zahlen 
ausdrücken, und es müssen solche Grössen incommensurabel sein, 
wenn ihr Verhältniss urational ist. 

Dass es incommensui abele Linien giebt, soll hiernach an 
einem Beispiele nachgewiesen werden. 
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Es sei ABCD ein Quadrat. Auf der _) 
Diagonale AG schneide man J_E = AB 
ab, erriehte in E auf AC eine Senkrechte, 
welche BG in F schneidet, mache auf FC 
dann FG = FE und erriehte in G auf 
BG eine Senkrechte, welche AG in .ff trifft, 
mache auf HC demnächst HJ = HG, 
und so ohne Ende fort. Zieht man nun ■^■ 
BE, EG und GJ, so ist 

^ ^Bi' = BFA; .*. < ££!'' = FEJi 
^ ^'Gü; = GEF; :. < i^GJZ ^ HEG. 
Die Dreiecke J.B(7, i^'^C und EGG sind rechtwinklig iiiid 
gleichschenklig. Darnach hat man 

BF= FE^ FG = EG 
EH= HG^ GC = HJ. 
Setzt man AC = d, AB = a, EC =- r^, GC= »■„ JC^r.,, 
so wird 

d = a -\- i\; a = 2ri -\- r^ 
ri = 2ra + r^,' r^ = 2r3 + r^ u. s. w. 






.-. - = 1 + 



1 



1 



1 



2 + n ^ 2 t ! 

2 + a 

Bezeichnet in;m den Wei-th des uneniUicheii Kettenbniclis 
1 
2 + !,- 

^ 2+-;, durch x^ so hat man bekanntlieh 

X = ,T — ; — , also x^ + 2 « = 1 
2 + 3^ 

a: = — 1 + yj 
.-. - = 1 + a! — y2" 
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Diagonale und Seitenstrecke eines Quadrats Rind 
incommensurabel. 

Enkl X; in. — Van Swinden; Eiern, d. Geom. UI; 126. 



3. Zwei gerade Linien werden von 
|i' drei Parallelen in A und vi', B und üf, 

C und C geschnitten. — Ist nun 

I. das Verliältniss der Strecken AB und SC in ganzen 
Zahlen gegeben, nämlich AB : BC = m:n, wo m und n ganze 
Zahlen bezeichnen, so theile man AB in m, BO in n gleiche 
Theile und ziehe durch die Theilpunkte Parallelen zu AÄ. Da- 
durch werden auch ^S und J^C in m und n gleiche Theile 
zerlegt (2.), so dass sich ergiebt 

AB : BC = AB : B'C. 

II. Das Verhältniss AB : BC sei nicht in ganzen Zahlen ge- 
geben. Wäre nvin die vorstehende Gleichung nieht mehr richtig, 
sondern 

AB : BB = AB" : B'C, 
so theile man AB und ihre Verlängeiiing bis gegen D von A aus 
in gleiche Theile, jeder kleiner als CID. Es wird dann mindestens 
ein Theilpunkt JE zwischen C und B fallen. Zieht man von Jf 
nach ÄC die tierade BE' || AA\ so ist (I.) 

AB : BD= A'B' : SE\ 
und nach Annahme AB : BB = AB' : B'C, 
.-.BD: B.E = B'C : B'E'. 
Diese Gleichung ist jedoch unmöglich, weil die eine Seite 
grösser als l, die andere kleiner als 1 ist. Also ist auch in diesem 
Falle 

AB : BC=^ AB' : B'C; 
oder: AB : ÄS = BC : B'C; 

oder: AC : BC =^ ÄC : BC. 

Zwei Gerade werden von einem Strahlbündel 
unter proportionirten entsprechenden Strecken ge- 
schnitten. 

Tacquet (1054) ™ Eukl. VI; 2, 
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Zus. 1. Zwei Seitens trecken eines 

l> r e i e e k s JßC werden durch eine zur 

dritten JiC parallel laufende Gerade 

JTC' in proportionirte Tlieile zerlegt. 
Eukl. VI; 2. 

4. Zwei Punktreilien ABC, AMC liegen 
so, dass AB : BC ^ A'B' : S'C und 
AA ' II BB ist. — Wäre nun CC nicht parallel 
zu AA', sondern die von C nach Ä'B ge- 
zogene Gerade CD parallel zu ÄA\ so hätte 
man (3.) 

jLB : BG = ÄB : BB, 
und nach Annahme AB : BC = A'B' : B'('' 
.-. BC" = BD. 

Der Punkt Z> fällt also mit C zusammen. 

Werden zwei Gerade von drei andern, nnter 
denen zwei parallel sind, unter proportionirten 
Strecken geschnitten, so ist auch diedrittc denbei- 
den andern parallel. 

Zus. 1. Werden zwei Seitenstrecken AB, AC eines 
Dreiecks durch zwei Punkte B', C" in proportionirte 
Strecken getheilt {Äff : B'B = A(;' : VC), so ist die 
Gerade SC zwischen den Theilpunkten der dritten 
Seitenstrecke parallel. 

Eukl. VI; 2. 

Zus. 2. Die Verhindungslinie der Mitten zweier Seiten- 
strecken eines Dreiecks ist der dritten parallel. 

Zus. 3. Die Mittelpunkte der Seitenstrecken eines Vierecks 
sind die Ecken eines Parallelogramms. 

De la Hire: Propr. des Trapezes. 1713 (Möm. de Paris 1716). 

Zus. 4. In einem vollständigen Vierecke schneiden einander 
die drei Verbindungslinien zwischen den Mittelpunkten der gegen- 
über liegenden Seitenstrecken in einem Punkte. 
Gergonne, Ann. I. p. 313. 

Zus. 5. Werden zwei Gerade von mehreren andern, unter 
denen zwei parallel sind, in zwei Punktreihen so geschnitten, dass 
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die zwischen gleichgeordneten Punkten liegenden Strecken propor- 
tionirt sind, so sind alle schneidenden Linien j 



5. In dem Dreiecke ABC sei parallel zu BC 
eine Gerade gezogen, welche die Punkte D und E 
auf AB und AC verbindet. — Zieht man von D 
"*' " ^ nach BC die Gerade DF\\ AC, so ist 
BA : DA = BC : FC (3) ; 
I)E = FC (§ 18; 6); 
.-. BA : I)A = BC : BE. 
Zwei parallele Verhindungslinien der Schenkel 
eines Winkels verhalten sich wie die von ihren 
Endpunkten und dem Scheite! begrenzten Strecken 
auf jedem Schenkel. 

Zusatz. Zieht man von A aus eine Gerade, welche Bi'iw 
G, I)E in H schneidet, so ist 

AG : AH^ BG : BS; AG : AH ^ GC : HF; 
.-. BG : DH= GC : HE, 
also auch BG : GC = BH : HE. 

Zwei Parallelen werden von drei durch einen 
Punkt gehenden Geraden unter proportionirten 

Conica (1506). 
6. Zwei nicht parallele Gerade werden 
von drei dui'ch einen Punkt gehenden in 
-^ A und D, B und E, C und F geschnitten. 
Zieht man durch E eine Linie parallel zu AC, welche OAm 
A', 00 in C' schneidet, sowie durch Ä parallel zu Ol' die Linie 
ÄG, welche BF in G trifft, so ist 

AB : BC = ÄE : EC (5. Zus.) 
ÄE : FC' = GE : FE (3.) 
I)F > GF; 
.: DE : EF > AB : ßC. 
Zwei nicht parallele Gerade werden von drei 
durch einen Punkt gehenden nicht unter propor- 
tionirten Strecken geschnitten. 
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Zusatz, Zwei Gerade sind parallel, wenn sie von 
drei durch einen Punkt gehenden (Geraden unter 
proportionirten Strecken geschnitten werden. 

7. In dem Trapeze A BCD sei A. B\\CD\ 
AI) und BC schneiden einander in 0, und 
es seien die parallelen Seitenlinien AB und 
CB in E und F so getheilt, dass ÄE : Eli ^ 
^ BF : FC ist. — Trifft die Verlängerung 
von EO die Linie (.'J) in G, so ist 

AE : Fß = na : OG (5. Zus.)- 
Da aber auch AB : EB = BF : FC ist, 

.\BG : aC ^ BF: FC. 
Addirt man 1, so ergieht sich 

BC: aC= BC : FC; 
.: GC = FC. 
Der Funkt G fällt also mit F zusaramen. 

Werden die parallelen Seitenstrecken eines 
Trapezes von den Endpunkten einer dritten Seiten- 
strecke aus in proportionirte Strecken getheilt, so 
geht die Verbindungslinie der Theilpunkte durch 
den Durchschnitt der nicht parallelen gegenüber 
liegenden Seitenstrecken. 

Pappos: Samml. VIII; 4. 

8. Es liegen die drei r Ji 

Punkte A, B, C auf einer Ge- /"^ v ^^ --■ 

raden. Von B und C gehen „ / j\^ » . ^^s^^'"''^ 

zwei parallele Strecken BB, / V ^ ■-'""""^v^ g 
CE aus, für welche die Glei- ^ -R G f" e 

ehung BB : CE = AB : AG gilt, und welche auf derselben oder 
vei'schiedenen Seiten von BC liegen, je nachdem B und C auf 
dei-selben oder verschiedenen Seiten von A sieh befinden. — Zieht 
man durch A eine Gerade, die BB in F, CE in G schneidet, so 
ist AB : AC = BF : CG (5.) 

.'. BF: CG ^ BB ; CE. 
Die Punkte A, B und E hegen demnatJi auf einer Geraden (6,). 
Wenn A, B, C drei Punkte einer Geraden sind, 
von welcher die parallelen Strecken ßB, CE auf der- 
selben oder auf verschiedenen Seiten der Linie BC 
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ausgehen, je nachdem j5 und C auf derselben oder auf 
verschiedenen Seiten von J. sich befinden; und wenn 
AB.: AC =-. JW : CB ist: so liegen A, D, E auf einer 
Geraden, 

F. Commandino: Arcliimedis äa iis, qiiae veiuntur in aqua, libri duo. 
1565. _ R. Simson: Spct. Couic, Übri V. (Ediiili. 1750) K; !0. Lemma 1. 

„ ^ 9. Wenn aus zwei Punkten 

A, B zwei Paar Par all eist recken, 
Aa\[BD und AE\\.Ba gezogen 
sind, für welche die Gleichung 
AC : BD = AE : BG gilt, und 
wenn die Strecken des zweiten 
Paares auf derselben oder auf 
entgegengesetzten Seiten der 
■^ B geraden AB liegen, je nachdem 

dies bei den Strecken des ersten der Fall ist, so 
treffen die Geraden AB, CD, EG in einem Punkte zu- 
sammen. 

K. Simson a. a. 0. I^mmsi 2. 
Denn, treffen AB und OB m zusammen, so ist (5.) 

OA: OB = AV : BD = AE : BG. 
EG geht also durch (8). 

10. Zwei Gerade werden von drei 

Parallelen in A und A, B und B', C 

und C geschnitten. — Zieht man AC, 

und triö't diese Linie BB' in J), so ist (5.) 

BD : CC" =AB:Ä.C 

r- Ib^jj ' C DB' : AA' = DC : ÄC' = BC : AC 

\ ^X^' ' .: AC . BD =^ AB . CC 

l^' AC . DB" = BG . AÄ. 

Die Summe der beiden letzten Gleichungen ist 
AC . BB' = AB . CG' + BC . AÄ. 
Diese Gleichung gilt ohne Weiteres, falls AÄ, BB' und CC 
gleiche Riclttung haben (L). Wenn aber AC und ÄC einander 
auf der Strecke BC schneiden (IL), so ist die Richtung von CC 
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tieri Richtungen der Strecken yL-l' und ßB' eiitgegen^'esetzt und 
man hat die Gleichung 

Bi: . AÄ = AB . CG + AC . ßß'. 
Zus. 1. Ist P der Durchschnitt von AC und A'(J', und man 
lässt A mit P zusammenfallen, so ergiebt sich 
PC . BB' = PB . CG'. 
Wenn aber B mit P zusammenfällt, so hat man 

PG . AA' = AP . CG'. 
Zus. 2. Ist B die Mitte von AG und es haben (He Strecken 
AC und A!G' keinen Punkt gemein, so wird 



BB' - 



AÄ -^ CG' 



11. In dem Dreiecke ABC sei 
D die Mitte von AG und es liegt S 
iiuf BI) so, dass BS : SB = \ -.2 
ist. Zieht man nach einer beliebigen 
Geraden g die Parallelen AÄ, PP", 
CG, DB\ SS', so ist 
BB' 



SS' 



.: SS' 



AÄ + GC' 

2 

2 DD' + 




(10.) 
AÄ' + BB' + C'<. 



Der Punkt S, dem die durch die voretehende Gleichung aus- 
gedrückte Eigenschaft zukommt, heisst der Schwerpunkt des 
Dreiecks ABG. 

S. Lhuilicr: Polygonometric (1789) g 36. S7. 

12. Ist a eine Strecke, b eine beliebige begrenzte Linie, m 
eine Zahl und - == m, so heisst der Ausdruck 



die Länge der Linie & für das Mass {die Längeneinheit) a,m 
ihre Langenzahl. So sagt man: eine Linie ist 7 Meter lang — 
wenn 7 die Längenzahl, und 1 Meter die Längeneinheit darstellt. 
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§ 33. 
Affli^Ieiche Gelbilde zwischen zwei Farnllelcn. 

1. Wenn in einem Dreiecke eine Seitenstrecke und die ihr 
gegenüber liegende Ecke, oder in einem Vierecke zwei gegen- 
über liegende Seitenstrecken auf zwei parallelen Geraden liegen, 
so heisst jede auf einer Parallelen befindliche Settenstrecke eine 
Grundlinie, und der Abstand derselben von der gegenüber 
liegenden Parallelen die zu der Gnindlinie gehörige Höhe des 
Gebildes. In einem Dreiecke kann daher jede Seitenstrecke 
als Grundlinie, der Abstand derselben von der durch die Spitze 
gehenden Parallelen als die zugehörige Höhe betrachtet werden. 
In einem Parallelogramme und in einem Trapeze kann 
man je zwei parallele Seitenstrecken als Grundlinien , ihren Ab- 
stand (§ 19-, 2. Zus. 3) als zugehörige Höhe ansehen. 

Zwei Dreiecke, Parallelogramme oder Trapeze mit 
gleichen Höhen können stets perspectivisch zwi- 
schen zwei Parallelen liegen, deren Abstände ihren Höhen 
gleich sind. Zwei Dreiecke oder Vierecke, die perspectivisch 
zwischen zwei Parallelen liegen, lassen sich immer als gleich- 
wendig auifasseii. 

a c' 2. Zwei gleichwendige Dreiecke, ABC 

und ÄB'C liegen perspectivisch zwischen zwei 
Parallelen AÄ und CC, so dass ihre ent- 
sprechenden Seitenlinien AG und A!C' in L, 
BC und SC in M auf der Axe der Affin- 
gleichheit der Dreiecke zusammentreffen (§ 31 ; 
1). — Man kann nun AB und ÄS als die Grundlinien beider 
Dreiecke betrachten, die dann in der Höhe, dem Abstände der 
Parallelen, übereinstimmen. 

Nun ist CA : CL ^ AB : LM\ 

CB' : CM = ÄS : LM | 
CA: CL=^ CS : CM (§ 32; 3) 
AB = ÄS. 
Wenn zwei affingleiche Dreiecke perspectivisch 
zwischen zwei Parallelen liegen können, so haben 
sie gleiche Grundlinien und Höhen. 

Zusatz. Wenn zwei Dreiecke LMC und LMC die Grund- 
linie LM gemein haben, und es finden sich die derselben gegen- 




§32; 
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über liegenden Ecken auf einer zur Grundlinie parallelen Geraden 
CC\ so werden sie von jeder dritten Parallelen unter gleichen 
Strecken AB = .A'if geschnitten. 

3. Zwei gleichwendige Dreiecke, ABC und AMC (Fig. 
trnter 2.) mit gleichen Grundlinien AB = AB' liegen perspec- 
tivisch zwischen zwei Parallelen, so dass auf einer derselben die 
Grundlinien sich befinden. — Die beiden Dreiecke haben also 
gleiche Grundlinien und Höhen. Ferner ist 

AB -i- BA' = BA' + AB', oder AA! = SB'. 
Treffen AC und A'C in L, BG und B!C' in M zusammen, so ist 
CC : AÄ = CL: AL \ .^^ . 
CC' : BB' ^C'M: B'm\ ^ '*^' ^■ 
CL : AB = CM : B'M; 
.-. LM\\ AÄ 1] CC (§ 32; 4). 
Für die Dreiecke ABC, A'B'C' ist also LM die Axc der 
Afßngleichheit. 

I. Liegen zwei Dreiecke mit gleichen Grund- 
linien und Höhen perspectivisch zwischen zwei 
Parallelen, so haben sie eine Axe der Affingleich- 
heit. — Nach Nr. 1. gilt daher auch der Satz: 

n. Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien und 
Höhen sind affingleich. 

4. Die gleich wendigen Vierecke 
{Parallelogramme oder Trapeze) 
ABCB und A'BCB^ liegen per- 
spectivisch zwischen zwei Parallelen 
AA, BD' und es seien die dersel- 
ben Parallelen angehörigen Seiten- 
streckeneinandergleieh: J_B=J.'B', ^ 
CD = C'D^. — Treffen die ent- 
sprechenden Linien AC und A'C in L, AB und A'D' in M, BC 
und B'C in N, BD und ^B' in znsammen, so haben die 
Dreiecke ACD und A'CI/, ABC und A'ffC, ABB und ÄD'B', 
SCD und BCB' bezüglich die Geraden LM, LN, MO. NO zu 
Axen der Äffingleichheit (3.). Die Punkte L, M, N, liegen 
also auf einer Geraden, welche AÄ und BD' parallel ist, welche 
mithin die Axe der Affingleichheit für die Vierecke ABCD und 
ÄB'C'D' darstellt. 




yGoosle 



lÜt) Afflngleiclihoit. § 33. 

I, Liegen zwei Parallelogramme oder Trapeze 
mit entsprechend gleichen Grundlinien und Höhen 
perspectivisch zwischen zwei Parallelen, so haben 
sie eine Axe der Affingleichheit. 

Da nun zwei Parallelogramme oder Trapeze mit gleichen 
Grundlinien und Höhen stets zwischen zwei Parallelen perspec- 
tivisch liegen können {!.), so ergiebt sich: 

II. Zwei Parallelogramme oder Trapeze mit glei- 
chen Grundlinien und Höhen sind affingleich. 

5. Die Vierecke ABCB und A'S'C'I)' (Fig. unter 4.), welche 
zwischen zwei Parallelen AA! und DD' perspectivisch liegen, 
haben eine Axe der Affingleichheit, auf welcher sich die entspre- 
chenden Geraden AC und AC in X, AD und ÄD' in M, BC 
und D'G' in N, BD und SD' in schneiden. — Da nun die 
Dreiecke ABC und ÄJffC, wie AGB und ^'CZ/ bezüglich 
gleiche Grundlinien haben, AB = AB, CD = CD' (2.), so be- 
sitzen die Vierecke AJBCD und ÄBC'D' gleiche Grundlinien und 
Höhen. 

Wenn zwei Parallelogramme oder Trapeze per- 
spectivisch zwischen zwei Parallelen liegen und eine 
Axe der Affingleichheit haben, so sind ihre in der- 
selben Parallelen befindlichen Grundlinien wie ihre 
Höhen einander gleich (4.). 

j) c JP E 6- Die Parallelogramme ABCD und ABEF 

A l j,^^^^ liegen perspectivisch zwischen zwei Parallelen 
l^q^ ^"'^ und haben die Grundlinie AJi gemein. — Sic 

A B haben also auch gleiche Höhen (1.). Ferner 

ist A CBBj^. DAF ( § 20; 7) 

.-. CBE~ DAF (§ 20;_10) 
.-. ABED — CBE = ABED^ - DÄF", 
oder ABCD = ÄBEF. 

I. Zwei Parallelogramme mit gemeinschaftlicher 
Grundlinie und perspectivisch zwischen zwei Paral- 
lelen liegend, haben gleiche Flächen. 

Eukl. 1; 35. 

Da aber alle Parallelogramme mit gleichen Grundlinien und 
Höhen perspectivisch zwischen zwei Parallelen so liegen können, 
dass sie die Grundlinie gemein haben, so gilt auch der allge- 
meinere Satz: 
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IL Zwei Paiallelograinme mit gleichen Grund- 
linien und Hölien haben gleiche FliVchen. 

Th. Simpson: Elements of Geometrie (1760) H; 2. Coroll. 'l. — Eukl. 
I; 36. 

Zusatz. Zieht man die Diagonalen HD, BF, so ist 

ABB ^ CDB; ABF^ EFS; 

.•. ÄSD = l A BCB; ABF = 1 ABEF; 
'.-.ABB = ABF. 
I. Die Fläche eines Parallelogramms ist doppelt 
so gross wie die eines Dreiecks von gleicher tlrund- 
liuie und Höhe. 
Eukl. I; 41. 
IL Zwei Dreiecke mit gleichen Grundlinien und 
Höhen haben gleiche Flächen. 
Eukl. I; 37. Sa, — Th. Simpsoa a. a. 0. 

7. Die Trapeze ABCZ) und ^'B'O'D 
haben entsprechend gleiche parallele 
Seitenstrecken (Grundlinien) AB =.4'-B'' 
CB = C'V und gleiche Abstände der- 
selben (Höhen). — Zieht man die Dia- 
gonalen BB und - B'D', so ist 

ZßD = Ä B'B' un d BGB = 1 
.: ABCD = ÄB'C'B'. 

Zwei Trapeze mit gleichen GruiuUini 
Höhen haben gleiche Flächen. 
Oavius zu Eukl, I; 40. 

8. In dem Trapeze ABCB sei AB 
II CB. — Halbirt man AB in E und 

zieht die Gerade CE, welche BA in E 
schneidet, so ist 



'CB' (fj. Zus. n.) 



CBF ^ FAE;_.: CB = EA, GE = FE 
FBG = ABCB. 
Betrachtet man in dem Dreiecke FBC die Strecke FB als 
Grundlinie, so hat es mit dem Trapeze gleiche Höhe. Da nun 
ferner FB = AB + CB ist, so ergiebt sich : 

Ein Trapez und ein Dreieck haben bei gleichen 
Höhen gleiche Flächen, wenn die Grundlinie des 
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Dreiecks der Summe aus den Grundlinien des Tra- 
pezes gleich is t. 

Zusatz. Zieht man ^.E, so ist 

BCE = BEF 

.*. BCE = ', ÄBCB. 
Proklos zu Eukl. I; 41 (Baroc. pag. 255, 2.56). 

9. Zieht man in dem Vierecke ABCl) 

die Diagonale BD, dann durch G parallel 

zu BJ) eine Gerade, welche die Linie AD 

in E trifft, und zuletzt BE, so ist 

BCJ) — SED ( 6. Zus.) 
.*. ~ABCD = ABE. 

Jedes Viereck lässt sich in ein gleichfiächiges 
Dreieck verwandeln, mit welchem es eine Seiten- 
strecke und einen derselben anliegenden Winkel ge- 
mein hat. 

Diesen Satz heiiuUte Euklides in seinem Buche über „die Theilung der 
Figuren" (nfQi (TiHiyt'iJf wr) : Machometis Bagdaihni de supevficiorum divisionibus 
über, Joh. Dee Londinensis etF. Commaudim opera latine edit. Pesaro 1570. — 
L. F. Ofterdinger: Beiti-äge zur "VYiedei hei Stellung der Schrift des Eukli- 
des über die Theilung der Figuren (Ubn 1858) Satz 17 

Aiimerk. Auf gleiche Art lässt sich jedes neck in ein gleichflächiges 
Dreieck verwandeln. 

§ 34. 
Suniiiiirung der Flüchen von /.nei Fartillelogrrammeu oder Dreiecken. 

^, ,,i ^f 1. Zwischen drei gleichen und gleich- 

gerichtet parallelen Strecken AA', BB^, CC 
liegen die drei Parallelogi-amme ABBA', 
BCC'B, ACC'A' so, dass jene Strecken die 
Gi-undlinien derselben bilden. — Schneidet 
die mittlere BB unter den drei parallelen 
'^4/C Strecken die Geraden AC in D, A!C' in D', 

so ist 
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Liegen drei Parallelogramme zwischen drei 
gleichen und iiarallelen Strecken, so ist die Flilche 
des Parallelogramms zwischen den beiden äusseren 
Parallelen der Summe aus den Flächen der beiden 
übrigen Parallelogramme gleich. 

2. Ueber den Seitenstrecken eines 
Dreiecks ABC seien drei Parallelo- 
gramme errichtet, und zwar über BC 
und CA die beliebigen Parallelogramme 
BCDE und CAFG-, über Aß das 
ParalleiogTamm AJBJS, von dessen Ecken J auf DE und H auf 
FG liegte Letzteres erhält man, indem man DE und FG bis zu 
ihrem Durchschnitte L verlängert und durch A und B parallel 
zu CL die Geraden AH imA BJ zieh^y/eü OL :W: AH:\^. BJ 
iKt (§ 18; 6). _ ■ ' 

Nun ist AÖLH ^ ACGF\ . „^ „ 

GB.n^= CBE1> \ ^ ' 
ABJH = ACLH + CBJL (1.) 
.-. ABJH = JCGF + GBED. 
Errichtet man über zwei Seitenstrecken eines 
Dreiecks ABC zwei beliebige Parallelogramme so, 
dass die von ihrer gemeinsamen Ecke G und dem 
Durchschnitte X der äusseren Parallelen begrenzte 
Strecke et hinreichend verlängert die dritte Seiten- 
streeke des Dreiecks sehneidet: so ist die Summe 
ihrer Flächen der Fläche eines über der dritten Sei- 
tenstrecke des Dreiecks errichteten Parallelogramms 
gleich, dessen zweite Seitenstrecke mit der erwähn- 
ten Strecke CL nach Grösse und Richtung überein- 
stimmt. 

Pappos: Math. CoUect. IV; (Commandmo Fol 37) 

3. Ueber den Katheten Bü 
und CA des rechtwinkligen Dreiecks 
ABC seien die Quadrate BCED und 
CF(tJ. eiTichtet. Die Verlängerungen 
von BE und FQ treffen in C zu- 
sammen. Parallel zu CG sind aus 
A und B Gerade gezogen, welchee/ 
GC in A, DC in B' schneiden. - 
Alsdann ist 
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ÄC ^ AG = AG; B'C = BC =-- ÄG 
.: Äjrc ^ AMC ^ AÄG. 
.: AB! = A4'; < ÄAB = CAG = 90«. 
Das P arallelogr am m ABB Ä ist mith in ein Quadrat und 

ABSX = BBEG + CFGA (2.)- 
Die Fläche des Quadrats über der Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks ist der Summe aus 
den Flächen der Quadrate über den Katheten gleieli. 

Eukl. I; 47. 
Die Entdeckung dieses Satzes wird von alters her dem Py- 
thagoras zugeschrieben. Er wird darum auch der Pytha- 
goreische Lehrsatz genannt. 
: Baroe. p. 2(i8. 

Zweiter Beweis: Ueber den 
drei Seitenstrecken des bei C recht- 
g winkligen Dreiecks ABC seien die 
Quadrate ^ÄTB, BFGC, CD:EAhe- 
schrieben. — Von C aus fälle man 
eine Senkrechte CL auf Ali und 
verlängere sie bis zum Durchschnitte 
M mit BJ und N mit VE. Die 
Verlängerung von HA treibe BE in 
0. Dann ist 




AE = AC und ^ OAE = BAC, 
.-. AOE ^ ABC; 
.-, Ap ■= AB ^ AM. 
A.CBE = ACNO = AMML. 

Ebenso zeigt man, dass 

CßFG = LMJB. 
Dritter Beweis, nach Eukiides: Zieht man in der 
letzten Figur BE und CH, so ist 

BAE ^ BAC 

rUE = l CAED; HAC = fHALM (§ ;«; 6. Zus.) 
.-. HAJ.M = AE'JJC u. s. w. 
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Zusatz: In einem rechtwinkligen Dreiecke ist 
Quadratfläelie über einer Katliete dev Fläche 
Rechtecks zwischen der Hypotenuse und dem dar 
durch die Höhe gebildeten anliegenden Abschni 
gleich. 

4. Von den Ecken des Parallelogi-amms ^ 
ABCB aus seien vier gleiche und gleichge- 
richtete StreckenLlO II -BP -11- CQ U BKge- 
zogen, zwischen denen vier Parallelogramme 
liegen. — Zieht man AC und 0§, so ist 

ÖlßQ = ÖÄBP -i- TBC^ (1.) 
' OABK ^ PBCQ 
.-. OACQ = OÄBP + OABK. 

Zieht man OB PC un d OB , so ist 

OAO ^ OAB -\- GAB. 
Zus. 1. Liegt auf de r Di agonal e AC, so ist OAC = 

.: ~OJb = OBA. 
Zus. 2. Liegt auf^der GeradenJ^D, so ist OAB = ( 

.'. OAC = OAB. 

Varigiion; Mäm. de Paris (1719], p. 66 — 70. 
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Affing'Iciche 6e1)ilde zwischen drei und mein- Parallelen. 

1. Zwei Dreiecke sind affingleich, wenn sie auf einem 
Strahlbündel perspectivisch so liegen können, dass ihre entspre- 
chenden Seitenlinien einander in drei Punkten desselben Strahles 
schneiden (§ 31; 1). Es ist also zu ermitteln, unter welchen Be- 
dingungen drei Punkte eines Dreiecks auf einer Geraden hegen. 

Das Dreieck AJBC 
werde von einer Geraden 
(Querlinie, Transversalen) 
in B, E, F auf BC, AC, 
AB geschnitten. — Zieht-^ 
man durch B zu AC eine Parallele, welclie BI'! in G trifft, so ist 
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DB 


: DC 


= Bd : CE\ 


FB ■ 


: FA 


= BS ■ AFI 


DB 


FA 


AE 


DG 


'fb 


^CE' 


Ab- 


BD 


CF 


FB ' 


DC 


■ FA 



1, 

kürzer bezeichnet: (ÄF . BD . CE) ^ ~ 1. 

In dieser* Gleichung ist das Streckenverhältniss iiuf 
einer Seitenlinie positiv oder n e g a t i v , je nachdem der Durch- 
schnitt auf der Seitenstrecke selbst oder auf ihrer Verlängerung 
liegt. 

Das Produkt aller drei Sti'eckenverhaltnisse heisst ein 
Drcieckschnittsverhältniss, insofern es zusammengesetzt 
ist aus den Verhältnissen, nach denen jede Seitenstrecke eines 
Dreiecks durch einen beliebigen Punkt — der auf ihr selbst oder 
auf ihrer Verlängeiiing liegt — geschnitten wird , wenn man den 
Anfangs- und Endpunkt derselben zum End- und Anfangspunkte 
der anstossenden Seitenstrecken nimmt, 
A. F. Möl)ius: Barycentr. Calcul (1827) § 215. 

Die obige Endgleichung drückt nun folgenden Satz aus: 

Ein Dreieck wird von jeder Geraden nach einem 
Dreieck Schnittsverhältnisse geschnitten, dessen 
Werth der negativen Einheit gleich ist. 

Seinem wesentlicheti Inhalte nach wjrd dicsei' Satz zuerst jn der „Sphürik" 
des Menelaos (um 98 n. Chr.) erwähnt, in der vorliegenden Gestalt kommt 
er in dem „Barycentr. Calcu!" tog Möbius § 198 vor. 

Zus. 1. Aus einer der beiden Gleichungen 
A^ = EC 
AF : FB = CD : BD 
folgt nach dem Hauptsätze die andere. 

Halbirt eine Gerade eine Seitenstrecke eines 
Dreiecks, so sehneidet sie die beiden andern nach 
entgegengesetzt gleichen Verhältnissen — und um- 
gekehrt. 

Zus. 2. Ist die Querlinie eines Dreiecks ABC parallel AC, 
so hat man AJJ" : FB ^ CD : DB (^ ä2; 3), folghch nach dem 
Hauptsatze CF = AF. 

Da F hier auf der Verlängerung der Strecke AC liegen muss, 
und da er bei endlichem Abstände von A und C der Gleichung 
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nicht genügen kann, so nennt man ihn den unendlich fernen 
Punkt der parallelen Geraden AC und FD. 

2. Liegen drei Punkte Z>, E, F auf den Seiten- 
linien HC, CA, AH eines Dreiecks so, rtass sie ein 
Dreieckschnittsverhältniss bestimmen, dessen Werth 
der negativen Kinheit gleich ist, so befinden sie sieh 
auf einer Geraden, 

Denn , würde AB von der Geraden DE in F' geschnitten, 
so wäre (l.) {AF' . SD . CF) = — 1; 

aber nach der Voraussetj;nng ist auch 

{AF . BD .CE) = ~1. 
.: AF' : F'B = AF : FB. 
Addirt man 1 zu dieser Gleichung, so erhält man 
AB : F'B = AB : FB 
.-. FB = F'B. 
Es Mit also F' mit F zusammen, was zu beweisen war. 

3. Wir untersuchen jetzt, imter welchen Bedingungen vier 
Punkte eines Vierecks auf einer Geraden liegen. 





Die Seitenlinien des Vierecks ABCD werden von einer 
Geraden in L, M, N, geschnitten. — TrifLt die Diagonale CA 
mit der Querlinie in F zusammen , so hat man für die von der 
Queriinie LM geschnittenen Dreiecke ABC und CDA nach dem 
Satze des Menelaos (1.) 

{AB. SM. CP) ^ — 1 

{CN.DO . AT) = —l 
Das I'rodukt dieser Gleichungen ist 

AB BM CN DO _ 

LB ■ MG ' ND' OA^ ' 
oder in kürzerer Form 

(AB . BM . CN . DO) = 1. 
In dieser Gleichung heisst das ihre Unke Seite bildende 
Produkt aus den Verhältnissen, unter denen jede Seitenlinie des 
Vierecks — den Anfangs- und Endpunkt einer Seitenstrecke zum 
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End- und Anfangspunkte der anstossenden genommen — von 
einem Punkte getlieilt wird, einVierecksehniftsverhältniss 
(Möbius a. a. 0.). Die Endgleichung deutet durch ihr Vorzei- 
chen an, dass von den Schnittpunkten nur eine gerade Anzald, 
0, 2 oder 4 auf den Seitenstrecken des Vierecks selbst liegen kann. 

Das Viereckschnittsverhältniss, unter welchem 
ein Viereck von einer Geraden geschnitten wird, ist 
der positiven Einheit gleich. 

4. Liegen vier Punkte, L, M, N,0 auf den Seiten- 
linien AB, SC, CD, DA eines Vierecks ABCJ) so, 
dass sie ein Viereckschnittsverhältniss bestimmen, 
dessen Werth gleich der positiven Einheit ist, und 
befinden sich drei jener Punkte, L, M, N auf einer 
Geraden: so gehört dieser Geraden auch der vierte 
Punkt an. 

Denn, würde DA von der Geraden LN in 0' geschnitten, so 
wäre (S.) 

{AL.BM.CN.DO') = 1. 

Nach Voraussetzung ist aber auch 

{AL.BM.CN.DO) = 1 
.-. DO':0'A^DO: OA. 



Addirt r 



Es fällt f 



1 zu dieser Gleichung, so ergiebt sich 
DA : O'A. = DA: OA 
.'. 0A = O'A. 
) 0' mit zusammen, w. z. b. w. 



5. Betrachtet man das vollständige 
Vierseit (§ 10; 2} ABFCDE als ein 
Viereck ABCD, welches von der Dia- 
gonale EF als Querlinie geschnitten 
wird, so erhält man (3.): 

I. (AF . BE . CF . DE) = 1. 
Sieht man die Diagonalen AC und BD als Querlinien der 
Vierecke BFDE und AFCE an, so ergiebt sich (3.) 
IL (BA . FC . DA . FC) = 1. 
m. (AB . FD . CB . ED) = 1. 
L. N. M. Carnot: Geometrie de position [Paris 1803). 
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Zus. 1. Aus II. und III. erhält man 

AB^ __ AE^F_^ BE.BF 
CD' ~ CE .CF .DE.DF 
AB'' _ AE.AF .DE.DF 
BC^ BE . BF:GE .'CF. 
Zus. 2. Es sei OF : DF = S : 5, BC : BE= 3 : 7 und 
AB = 50 Meter. — Betrachtet man das Dreieck EDG, ge- 
schnitten von der Querlinie BF, so erhält man die (ileichung 
EA D_F CB _ _ 
AB' FC ' BE 
und aus derselben AE : AB = 7:5. Nun ergicbt sich mit- 
tels II. 

AB : AF = 7 : 10 
AE = 70 Meter. 
Aus den .Streckenverhältnissen zweier Seitenlinien eines voll- 
ständigen Vierseits lassen sich die der beiden übrigen Seitenlinien 
berechnen. 

6. Wenn ein weck von einer Querlinie geschnitten wird, 
man zerlegt das Gebilde durch w — 3 von einer Ecke ausgehende 
Diagonalen in w — 2 Dreiecke und wendet auf letztere (wie Nr. 3) 
den Satz des Menelaos (1.) so an, d^ss jede Diagonale zweimal 
und in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird so erhält 
man w — 2 Gleichungen, deren Produkt auf einer Seite ein «eck- 
schnittsverhältniss darstellt und folgenden Satz ausdruckt: 

Ein neck wird von emei Geiaden nach einem 
Weckschnittsverhältnisse geschnitten, welches der 
negativen oder positiven Einheit gleich ist, je nach- 
dem n eine ungerade oder gerade Zahl bezeichnet. 
L. N. M. Carnot a. a. 0. 241. 

Ebenso lässt sich ftlr das neck ein 2. und 4. entsprechender 
Satz aufstellen. 

Wir kommen nun zur Anwendung der i 

7. Die Dreiecke ABC und A'JB'C' 
liegen perspectivisch auf einem Strahl- 
bündel, und es ti'effen BC und B'C in 
B, CA und CA' in E so zusammen, 
dass BE \\ AA' ist. ~ Wenn F der 
Durchschnitt von AB und A'B" ist, i 
hat man 



Drstehendcn Sätze. 
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AF: BF = AA' : BS' 
BI) : CD ^ BB' : CC 

CE : AE -= CC : AA'. 
Das Produkt dieser drei Gleichungen ist 
AF BD CE^ 
BF' CD' AF 
.-. {AF. BD .CE)^~ 1. 
F liegt also auf dem Strahle DE, welcher die Axe der Affiii- 
gleiehheit bildet (2.). 

Zwei Dreiecke sind affingleich, wenn sie auf 
einem Strahlljündel perspectivisch liegen, und zwei 
Seitenlinien des einen mit den entsprechenden des 
andern auf einem Strahle zusammentreffen. 

Zusatz. . Zwei perspectivisch affingleiche Dreiecke sind 
gleichwendig, wenn sie eine Axe der Affingleichheit haben, 

8, Die Dreiecke ABC und A'BC seien perspectivisch affin- 
gleich und ihre entsprechenden Seitenlinien AB und A'B, BC 
und B'C, CA und CA' treifen auf der Axe der Affinität in F, 
D, E zusammen, — Schneidet der Strahl BB" die Seitenstrecken 
AC und A'C in G- und G', so ist 

DC : BC = DC : B'C = DE : BG ^ DE : B'G' 

I. .-. BG == B'G'. 

Nun ist ferner ABG = A'B'G'\ s 33. g 2u8 
GBC = G'-0C' \ ^ ' ' 
U. .-. ABC = j^ffC. 

I. Wenn zwei perspectivische Dreiecke eineAxe 
der Affingleichheit haben, so werden sie von jedem 
(der Axe parallelen) Strahle unter gleichen Strecken 
geschnitten. 

II. Zwei affin gleiche Dreiecke haben gleiche 
Flächen. 

9. Die beiden Dreiecke A.BC und ÄSC liegen pei-spec- 
tiviseh auf einem Strahlbündcl und werden von einem Strahle 
BB desselben unter den gleichen Strecken BG und I^G' ge- 
schnitten. 

I. ABC und ÄBC seien gleichwendig. Treffen BG 
und BC in D, CA und CA in E, AB und A'B' in F zusam- 
men, so ist 
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GB + Bff = BO 

äff = BB 

CE : GS = CC 

CD : BD — Ca 

.: CE : GE= CD 



■ O'B 



Gff 
BS 
BD 

GB 1 ED (§ 32; 4. Zus. 1) 
ABC 9 ■iB'C (7.), 



Cr- f ,r 



II. ABC und Ä'B'C seien gej 

wendig, — Man zeichne in dem -, 

benen Strahlbündel ein Dreieck 91[S8S, 

dessen Seitenstrecken denen des Drei- 
ecks Ä'B'C symmeti'isch sind. Dann ist 

Ä'B'C ^ 3lSg und B'G'C ^ ! 

wenn ® den Durchschnittspuukt von BB' und 91S bezeichnet 

(§ 20; 3); 

.-.»© = BG, 

und es sind die Dreiecke ABC und 5ISÖ6 gleichwendig, 
.'. ^BCg J.'-ö'C (§ 31; 3). 
Beide Fälle lassen sich zu folgendem Satze vereinigen: 
Zwei Dreiecke sind affin gl ei eh, wenn sie perspec- 

tiviseh auf einem Strahlbündel Hegen und von 

einem Strahle unter gleichen Strecken geschnitten 

werden. 

10. Die gegenwendigen Dreiecke 
ABC und Ä'B'C liegen perspeetivisch auf 
einem Strahlbündel, so, dass die Strecken 
AÄ, BW, CC", welche ihre entsprechen- 
den Ecken verbinden, von einer Geraden 
in 21, SS, 6 halbirt werden. — Treffen 
AB und AB' in iV, BC und IsUJ in i, ^'4 
und CA und C'Ä in M zusammen, so 
Hegen die Punkte L, M, N auf der Ge- 
raden 2iS {^ 32; 7). Fällt man nun aus 

Ä', //, (.' Senkrechte auf 21S und verlängert dieselben um sich 
selbst bis Ä\ B", C", so ist 

Ä"B"C" ^ A'B'O". 

Denn, ist j!0 _L 316, so ist ÄOM ^ Ä'OM u. s. w. {Daa 



J 


\ 


Adi// 


\ 




A, 


^ 
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f §32; 4. Zus. 1. 
;i]so 



Dreieck ÄI^C fällt nach einer Drehung von 180" um die Axe 
JUN" mit X'ff'G" zusammen). Ferner ist 

MA : MC = MÄ' : MC"; .'. AA" ]| CC'l 
NA : Nß = NA" : NB"; .: AA" \\ n/i"] 
Die gleiehwendigen Dreiecke ABC und A"B"C" lieber 
pcrspeetivisch auf einem Strahlbündel. 

Fällt man aus A auf LM die Senkrechte AP, so ist 
A%F ^ A'm ^ A"%0; .: AP # A"0; AJ" || FO. 
LM ist demnach die Axe der AffingleicJiheit für ABC und 
Ä'B"C". 

.-. ÄJi'C 3 ABC i^l; 3). 
Zwei gegenwendige Dreiecke sind affingleich, 
wenn sie perspectivisch auf einem Strahlbündel 
liegen, und die Strecken zwischen je zwei ent- 
sprechenden Ecken von einer Geraden halbirt 
werden. 

11. In dem Vierecke ABCD werde die 
eine Diagonale BD von der andern Aü in 
halbirt. ■ — Dann ist (10.) 

ABC e ABC, 
und jede parallel zu BJ) verlaufende Gerade 
schneidet das Viereck in einer Strecke, weiche von AC halbirt 
wird (8. 9.). AC ist also ein Durchmesser des Vierecks (§ 21 ; 4). 
Jede Diagonale eines Vierecks ist ein Durch- 
messer desselben, wenn sie die andere Diagonale 
halbirt. 

Zus. Beide Diagonalen eines Parallelogramms 
sind Durchmesser desselben. 

^ f,> 12. Die gleichwendigen Vierecke 

ABCD und XB'G'I)' liegen perspec- 
tivisch auf einem Strahjhündel so, dass 
die entsprechenden Seitenlinien AB 
und ^'//, BG und //C, CD und CD' 
in den Punkten X, M, N eines Strah- 
les zusammentreffen, — Schneiden ein- 
ander DA und D'A in 0, BD und 
B'jy in P, AC und ÄC in Q, so ist 




VV,Ä 




/I\b' 




sV 
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/^\^ 
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AL : r>L = ÄJ: : />'«' 
UM: CM=^ Bli' : CG' 
CN:BN= CO' : BD' 
DO : AO = DD': AA' 
.-. (ÄL . BM . CN .DO) ^ 1. 
liegt demnach auf LN (4.). Ebenso ergiebt sicli, diiKS P 
und Q der Geraden LN angehören. 

Der Strahl LN bildet mithin die Axe der Affingleichheit fUr 

die Vierecke. _ 

Ferner ist (8,) ~ÄJBp - ZFS' ; DÜD = B'C'D' 

.'. J5CZ> = TB'Ci)'. 
I. Zwei Vierecke sind affingleich, wenn sie auf 
einem Strahlbündel perspeetiviseh liegen, und drei 
Seitenlinien des einen mit den entsprechenden des 
andern auf einem Strahle /usammentreffen, 

IL Zwei affingleiche Vierecke, so wie die ent- 
sprechenden Dreiecke derselben, haben gleiche 
Flächen. 

Zus. Zwei affingleiche Vierecke in perspectivischer Lage 
werden von jedem Strahle unter gleichen Strecken geschnitten (8.). 

13. In den gegenwendigen Paral- ., _, _, 

lelogrammen ABGD und A'B'C'D' seien 
die Seitenstrecken A^ \\ B'C, BG \\ C'D', 
und es treffen AB und A'B' in L, BC 
und SC in M, CD und C'D' in N 
DA und D'A in so zusammen, dass ^ 

die vier Punkte L, M, N, auf einer Geraden liegen. — Nun ist 

LA : LB = LO : LM = LA : LB' 
.: AA'WBB' (§ 32; 4. Zus. 1). 

Auf gleiche Art ergiebt sich, dass 

AA II DD' II CC. 
Die Vierecke liegen demnach perspeetiviseh auf einem Strahl- 
bündel. Ferner werden die Strecken AA', BB", CG', DD' als 
Diagonalen von Parallelogrammen von LO halbirt, 
.'. ABGD g A'B'C'D' (10.). 
Zwei gegenwendige Parallelogramme mit paral- 
lelen Seitenstrecken liegen perspeetiviseh auf 
einem Strahlbündel, und sind affingleich, wenn die 
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Seitenlinien des einen mit denen des andern der 
Reihe nach auf einer Geraden zusammentreffen. 

Die Gleichflächigkeit dieser Parallelogramme bewieä Euklides (I; 43) 
fui- den Fall, dasB sie eine Ecke gemein haben {ADNE = A'D'NK'), Prii- 
klos (Baroc. p. 962ffi) umfassender. 

10. Aus Nr. 7—12 erhält man leicht folgende allgemeine 
Sätze. 

I. Zwei wecke sind affingleich, wenn sie pei-spectivisdi auf 
einem Strahlbündel liegen, und n^\ Seitenlinien des einen mit 
den entsprechenden des andern auf einem Strahle des Bündels 
zusammentreffen (7. 12), 

11. Zwei affingleiche necke, wie die darin enthaltenen ent- 
sprechenden Theilgebilde, haben gleiche Flächen (12. 8). 

111. Zwei perspeetivisch affingleiche «ecke werden von jedem 
Strahle unter gleichen Strecken geschnitten (8. 12. Zus.)- 

rv. Zwei gegenwendige «ecke sind affingleich, wenn sie auf 
einem Strahlbündel perspeetivisch liegen, und alle Strecken zwi- 
schen entsprechenden Ecken von einer Geraden halbirt werden (10). 



Fünftes Hauptstück : 
Die Affinität. 

§ 36. 

Einleitung. 

1. Zwei Gebilde heiasen affin (3), wenn sie auf einem 
Strahlbündel perspeetivisch so liegen können, d£^s alle ent- 
sprechenden Geraden auf einer die Strahlen schneidenden Ge- 
raden, der Affinitätsaxe, zusammentreft'en. 

Anmerk. Clairaut hat zuerst (Mem. de Paris 1731) solche Gebilde in 
Betracht gezogen. L, Euler nannte sie affin, „affines". Introd. in Anal, inf 
1748. Lib. 2. 442). Ausfuhrlicher behandelte sie A. F. Möhius (Baryo. C. 
1827. § 144—160), von dessen Auffessung die voriiegende indess etwas ab- 
weicht. Das Zeichen 3 rührt her TOn J. tt T. Müller {Geometrie 1. 1844. 
S. 254). 
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2. Zwei perspectiviseh affine Gebilde sind gleich- oder 
gegenwendig, je nachdem ihre entsprechenden Punkte auf 
derselben oder auf verschiedenen Seiten der Affinitätsaxe liegen. 
Letztere heisst im ersten Falle die äussere, im zweiten die 
innere Affinitätsaxe. 

3. Ist ein Gebilde auf einem Stralilbündel gegeben, so kann 
man zur Construction eines zweiten perspectiviseh affinen Ge- 
bildes zwei verbundene Strecken desselben zwischen den Strahlen 
willkürlich annehmen, da die Durchschnitte derselben mit den 
ihnen entsprechenden die Affinitätsaxe, und folglich alle Durch- 
schnitte der entsprechenden Geraden, bestimmen. 

4. Wenn unter drei Gebilden A, JB, C die Gebilde A und 
B congruent, E und C afhn sind, so sind auch A und C affin. 

5. Zwei Punktreihen, welche perspectiviseh auf einem 
Stralilbündel liegen, können sowohl als affin, wie als affin- 
gleich betrachtet werden. Vgl. § 32. 



Affine GeWIde /wischen tv/ei ParaUeleii. 






1. Die Dreiecke ABC und 
A'B'C liegen zwischen zwei Paral- 
lelen so, dass ihre Grundhnien BC 
und -ZfC der einen, die gegen- 
über liegenden Eckend und Ä der ■" " 
andern Parallelen angehören, die beiden Dreiecke also gleiche 
Höhen haben. — Das Verhältiiiss der Grundlinien ist nun ent- 
weder in ganzen Zahlen gegeben oder nicht. 

I, Es verhalte sich JiC zu B'C wie die ganzen Zahlen m 
zu n. — Theilt man BC in m, B'C in n gleiche Theile {§ 32; 
2. Zus. 1) und verbin det die Theilpunkte auf BC mit A, auf B'C 
mit A', so ist ABC m m, A'B'C in n gleiche Theüe zerlegt 
(§ 33; 6. Zus. II. ), so da ss sich ergiebt: 

ABC : J^WC" = BC : B'C. 

II. Das Verhältniss BC : BC sei nicht durch ganze Zahlen 
auszudrücken. — Verhielte sich in diesem Falle ABC zu A'B'C 



y Google 



122 Affinität, § 87. 

iiitht wie jBC zu I^C\ so sei, wenn G ein Punkt der Geraden 
ß'C ist: 

~ÄBC : äWC = BC : BG. 
Man schneide nun auf B'G mit einem Masse von BC, wel- 
ches kleiner als CG ist, gleiche Theile von S aus ab. Dann 
fällt nothwendig mindestens ein Theilpunkt J zwischen C und G, 
und, wenn ÄJ gezogen ist, so hat man (I.) 

"ABC : äWJ =- BC : B'J. 
Wäre nun 

ABC : XBC = BC : B'G, 
so erhieUe man als Quotienten dieser Gleichungen 

A'B'C' : A'WJ = B'G : B'J, 
eme unmögliche Gleichung, weil die eine Seite < 1, die andere 
>■ 1 ist. Diese Ungereimtheit vei-schwiodet, wenn G mit C zu- 
•lammenlallt Demnach ist auch im vorliegenden Falle 
ABC : A'B'C' = BC : B'C. 
Zieht man von C und C nach J-4' die Strecken CD || BA, 
CD' II B'Ä' , so erhält man die Parallelogramme ÄBCD und 
ÄB'C'D' und es ist 

ÄBCB = 2 ABC, AB' CD' = 2 A'B'C; 
.-. IBGD : Ä'B'C'D' = BC : B'C. 
Die Flächen zweier Dreiecke oder Parallelo- 
gramme mit gleichen Höhen verhalten sich wie ihre 
Grundlinien. 
Eukl. VI; 1. 
Zusatz. Wenn zwei Dreiecke oder Parallelogramme einen 
Winkel und einen Schenkel desselben gleich haben, so verhalten 
sich ihre Flächen wie die andern Schenkel. 

2. Die Dreiecke ABC 
und DEF haben gleiche 
Grundlinien AB = Di' 
und ungleiche Hohen CG, 
FJ. — Durch C ziehe man 
CO II AB; errichte in B auf AB eine Senkrechte, welche CO in 
L schneidet; trage auf BL die Strecke BM = JF ab, und ziehe 
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AL, AM. Dann ist ÄSZ = ABC und ASM ^ Z)£F(§33; 
(3. Zus. n.)- 

Nun tann man in den Dreiecken ABM, ABL die Gerade 
AB als Höhe, BM, BL als Grundlinien betracliten, so Aubs 
ABL : ABM = BL : BM 
.-. ABC : BJÜF = CG : FJ. 

Berücksichtigt man § 33; 6. Zus. I, so hat man den Satz: 

Die Flächen zweier Dreiecke oder Parallelo- 
gramme mit gleichen Grundlinien verhalten sich wie 
ihre Höhen. 

F. Commandino (1572) zu Eukl. VI; I. 

3. Zwei Dreiecke ABC und ÄB'C 
liegen perepectivisch zwischen zwei Pa- 
rallelen so, dass ihre Grundlinien AB 
und J.'-B' einer derselben angehören, - 
Treffen AC und ÄO' in M, BC und B'C 
in JV; AC und BC in P, BC und ÄC 
in Q zusammen, so ist MN die Affinitäts- 
axe der gleichwendigen Dreiecke ABC 
und ABC, FQ die Affinitätsaxe der 
gegenwendigen Dreiecke ^i?Cund BA'C. 
Wird AA' von MN in S, von P^ in J, CC 
FQ in i geschnitten, so ist 

AS : A'S = CT : CT = BS : B'S 

.-. (AS — BS) : (ÄS — B'S) = AS_: A'S, 

oder AB : A'B' ^ AS : A'S = ABC : ABU. 

AI : BJ ^ CL : C'L = BJ : AJ, 

.: (AJ — BJ) : {B'J - AJ) = AJ: BJ 

oder AB : AB' = AJ : JB' = ABC : ABC. 

Wenn zwei Dreiecke perspectiviseh zwischen 
zwei Parallelen liegen, so haben sie eine äussere 
und eine innere Affinitätsaxe, je nachdem man sie 
als gieichwendig oder als gegenwendig betrachtet. 
Jede Affinitätsaxe theilt die Abstände je zweier 
entsprechender Punkte im Verhältniss der Grund- 
linien oder Flächen der Dreiecke. 




IfiV in T, von 
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4. Die beiden Parallelogramme 
AßCn unti Ä'B'C'D' mit den un- 
gleichen Grundlinien A£ und AB" 
liegen gleicliwendig zwischen zwei 
Parallelen. — Es treffen zusammen 
die enfspreeheiiden Linien ÄD und 
J!D' in L, AC und ÄC in M, BC 
und B'C in N, BD und Bl/ in 0. 
LN schneide DI)' in P, AÄ in Ö. 
Nun hat man für die Dreiecke ABC und J.'.D'ö" 
^i : DX = AÄ : DTf 
BP : CP = DD' : CC 
CM: AM=CC' : AA! 
.\{AJ. .DP.CM)^— 1. 
M liegt also auf LN {§ 35; 2). 

Ebenso kann man beweisen, dass auch aut dieser Geraden 
liegt. Die gleichwendigen Parallelogramme ÄBCD und A'S'C'B 
sind mithin affin. 

Fasst man dieselben Parallelogramme als gegenwendige Ge- 
bilde ABCB und BÄB'C auf, so ist auf gleiche Ai-t zu zeigen, 
dass ihre entsprechenden Linien auf einer Geraden, der inneren 
Axe, zusammentreffen. 

Wenn zwei Parallelogramme mit ungleichen 
Grundlinien zwischen zwei Parallelen Hegen, so sind 
sie perspectivisch affin und haben eine äussere und 
eine innere Affinitätsase. 

Zusatz. Zwei Parallelogramme mit ungleichen Grundlinien 
und gleichen Höhen sind affin. 

5. Die gleiehwendigen Trapeze ABCD, A'BC'B seien per- 
spectivisch affin. — Treffen die entsprechenden Linien AD und 
Ä'D' in L, BC und BC in N, auf der Affinitätsaxe nusammen, 
wird letztere von dem Strahle AA' in 0, von DD' in P ge- 
schnitten, so ist 

OA: OÄ = AB : AB = BC : B C (3.) 
AB : AB = ABC : A'B'C 
DG : BC = CDA : C'D 'Ä 
.: OA : OÄ = ABCD : TBCU. 
Wenn zwei perspectivisch affine Trapeze zwi- 
schen zwei Parallel strahlen liegen, so verhalten sich 
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ihre Flächen und entsprechenden Strahlabschnitte 
wie die Abstände entsprechender Punkte von der 
Affinitätsaxe, 

Zusatz. Zwei affine Trapeze werden durch entsprechende 
Diagonalen in verhältnissgleiche Dreiecke zerlegt. 

6, Die gleiehwendigen Tra- 
peze ABCD, Ä'B'C'D' liegen zwi- 
schen zwei Parallelen, so dass AB 
und AB' sich auf der einen, CD 
und CD' auf der andern befinden, 
und dass AB : AB = CD : CD' 
ist. — Schneiden einander AD 
und A'D' in L, AC und A:C in 
M, BC und DC in N, MN und ' 
AÄ' in 0, LM und AA! in 0', so ist 

OA : OÄ = AS : AB' = CD ; CD I 
O'A : O'Ä = AS : A'S = CD : CD' ( 
.-. OA = CA. 

Die Punkte und 0' fallen also zusammen, d. i. N liegt 
auf der Geraden LM u. s. w., mithin ist ABCD '^A'SCD'. 

Zwei Trapeze sind affin, wenn sie in den Abstän- 
den und den Verhältnissen der parallelen Seiten- 
strecken übereinstimmen. 




■ (3.) 



FlüchenTerhSItulss ; Plächeniniialt. 



/3/ 



I. In den Parallelo- 
grammen ABCD, 
EFGS seien. AS und 
IJF die Grundlinien, y/^ 
BJund FN die Höhen. ^ 
~ Sehneidet man auf AS von A aus die Strecke AL = EF ab 
und zieht von L nach der gegenüber liegenden Seitenstrecke 
LS :H: BC, so ist SJ auch die Höhe von ALFS, folglich 
ABCD : ALFD == AS : AL; (§ 37; 1) 
ALPD : EFGH = BJ : NF\ (§ 37; 2) 
.-. ASCD : EFGH = (AB . ßX) : {EF . FN). 
AB~D ■ EFH = [AB . ßJ) : {EF . FN). 
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Bezeichnet man „ein Produkt von Längenzahlen" kurz als 
„Längenprodukt", so hat man: 

Die Flächen zweier Parallelogramme und Drei- 
ecke verhalten sich wie die Längenprodukte aus 
ihren Grundlinien und Höhen. 
F. Commandino: zu Eiikl. VI; 23. 

2. In den Parallelo- 
1 AIHJB, EFGH sei 



M 



/Y / ^ HAB = SEF. — Schnei- 
A / " 



det man auf AB von A i 
__ _ _ die Strecke AL = EF ab 

und zieht von L nach CD die Strecke LP # AD, so ist 

^ : M^ =AB:AL;\,^ ^^ ^^ ^^.^^^ 
ALFD : EFGS = AD : FH l ^^ ' ' 

.-. ~AWD : FFGH = [AB . AD\ : [EF . FH]. 
Da diese Parallelogramme in allen Winkeln ühereinstiinnien, 
so hat man den Satz: 

DieFlächen zweier Parallelogramme mit gl eichen 
Winkeln verhalten sich zu einander wie dieLängen- 
produkte zweier anstossender Seitens trecken, 

Eukl. VI; 14. 23. 

Zus. 1. Es ist ABI) : FFE = (AB . AD) : {EF . EH). 

Die Flächen zweier Dreiecke, welche in einem 
Winkel übereinstimmen, verhalten sich wie die Län- 
genprodukte aus den diesen Winkel einschliessen- 
den Seitenstrecken. 

Zus. 2. Es ist < DAB + EFG = 180« und 
ADD : EFG ^ (Ali . AD) : [EF . FG). 

Wenn ein Winkel eines Dreiecks mit einem Win- 
kel eines zweiten Dreiecks die Summe von 180" bil- 
det, so verhalten sich die Flächen heider Dreiecke 
wie die Längenprodukte aus den diese Winkel ein- 
schliessenden Seitenstrecken. 

Pappos: Samml. VII; 146. 147. 
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3. Dem Dreiecke ABC sei das 

Dreieck DEF so eingeschrieben, dass 
D auf BC, E auf Gl, i^auf AB Hegt. --- 
Setzt man BC = a, CA = h, AB= c, 
BI) = ah, BC = a, etc., so ist (2.) 

Ärä : ÄBC= baCa 

BBF : ZBG = a^ct 

CED : ABC = a A ■ a b, 

BBF = ABC — {ÄFF + BI)F + CEB); 
.'. DEF ^ -^ __ (Kca , otCb aA \ 
ABC \ ^c ac ab / 

abc — ■ {a . baCa + b . a/,Cb + c 



bc; 



aj>c) 



abc 
Da nun 

abc = {at + a,) (i„ -(- h) (c„ + d), 

'^^ ßt6flCo+ at&aCji "H abhcCa-}- «i^cCt-h afiaCa + OcbaCt 

+ aJi^Ca + ücbcCi 
= a . hifia -)- b . abCb + C . ajic + «6&eCa -f- a^afii, 

.: BEF abhiCg + «cöuCi ot ^i^ . ^" _l 2^ ^^ ^^ 

^^C "^ftc "abc abc 

Beispiel: Für —=-,— = -, — ==- ist 
a ö b c 7 

. BW: ABC= 7 : 15. 

L. Kunze; Geometrie (1842); 3. Lelira. im 
4. In dem Dreiecke ABC sind 
die Seitenstrecken durch die Ecklinien 
AB, BE, CF in je zwei Theile zer- 
legt, weiche die unter Nr. 3. angege- 
bene Bezeichnung tragen. Von den 
Ecklinien sehneiden einander AD und 
CF in G, AB und BE in H, BE und CF in J. Setzt man be- 
hufs grösserer Kürze 

ba 



. Anhange, 



-rf <ä 




'. «j, ■ 



■ = ßc. 



■ = yb, 



\ ergiebt sich 
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Zra : ÄBD = ÄF: AB— /.; I „ „. ,, 
ABB : ABC ^ BD : BC = o,; 1 ^' ' ' 
.-. Afp : ABC = o, . y.. 

ADC : ABC = a,; 
.: AFD : ADO = (o. j.) : o,. 

AFP : AFG = ABC : AG'C — AP : AG; 
.-. AFP : APG— AFG : AGC 
AFG ^ AFG ^ o. + at.y. . 

"äGC AäC t, 

AFC : ABC — f\ 
GAG ^ _a,f._ 
" ABC o, +"t,n']i 
Ebenso findet man 

ABB _ nß, _ 

35c ß. +"o.ft 

BCJ ^ ß, yt 

AB C r» + ftr^ 

Nun ist ajHJ = ABC - (CAG + ABH + BCJ); 
. GBJ_ _ ( „,,. aj,ß^ ß._ll_\ 

■ ■ ABC Vo, 4- ny. ^ ß. + «„ß, ^ y, + ß.yj 

Beispiel: Für ab = j, ß, ^ |, y« = | erhält man 

GHJ : ABO = 25 : 1386. 
Zusatz. Wenn die Eckli nien AP, HE, Ci^ einander in 
einem Punkte schneiden, so ist GHJ ^ 0, folglich 

, ^ °. ?• Ol (?. ß, yi 

o, + o.)'. ß. + mA "^ r. + ftr. 
Beispiel: «j = |, ^ ^ ^, ^-o •— \- 
J. Steiner; CreUe's Joum. f. Math. m. (1828) S. 201. 202. 

5. Die Grösse einer Fläche wird oft bestimmt durch die 
Vergleichung mit der Fläche eines Quadrates, in welchem jede 
Seitenstrecke der Längeneinheit gleich ist. Die Quadrat- 
fläche gilt dann als Flächeneinheit. Die Grösse einer 
Fläche, ausgedrückt durch die Anzahl der in ihr enthaltenen 
Flächeneinheiten, wird ihr „Flächeninhalt" genannt. In 
diesem Sinne sagt man z. B., eine Fläche sei sechs Quadrat- 
meter gross. 

6. Wenn die Grundlinie eines Parallelogramms g, die Höhe 
Ä Längeneinheiten enthält, so verhält sich seine Fläche 
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ZU der Flächeneinheit me g . h zu ], oder, sein FJächeninhalt 
beträgt ff . h Flächepeinheiten (1). 

Der Flächeninhalt eines Parallelogramms ist 
dem Längenprodukte aus Grundlinie und Hiihe 
gleich. 

Zusatz. Da die Fläche eines Dreiecks halb so gross ist 
wie die eines Parallelogi'amins von gleicher Gmndlinie und Höhe 
(§ 33; 6.) so gilt auch der Satz: 

Der Flächeninhalt eines Dreiecks ist dem halben 
Längenprodukte aus Grundlinie und Höhe gleich. 

7. In dem Trapeze 
A/WD seimAB = a Mt 
und CD ^^ c Mt die pa- 
rallelen Seitenstrecken, -d 
h Mt der Abstand ders elben . - 
BE = CD. Dann ist ÄBCD 



:{a + 



M an ve rlängere AB über B um 
= 3ED (§ 33; 8.); 
c) Quadratmeter 



der Flächeninhalt des Trapezes. 

"Wird BG von DE in F geschnitten, geht durch F eine Ge- 
rade parallel zu BA und trifft diese Linie AD in G, so ist 
BEF ^ CDF, mithin BF= CF, folglich auch AG = DG 
(§ 32; 2). So ergiebt sich FG = \AF. Es ist also ABGD 
der Fläche eines Parallelogramms mit der Grundlinie FG und 
der Höhe h gleich. 

Der Flächeninhalt eines Trapezes ist gleich: 

I. dem halben Längenprodukte aus der Summe 
seiner parallelen Seitenstrecken und dem Abstände 
derselben; 

n. dem Längenprodukte aus d er Strecke ;i wischen 
den Mitten der nicht parallelen Seitenstrecken und 
dem Abstände der parallelen. 

8. Aus den Ecken eines Sieben- ^ a.' B 

ecks ABCDEFG seien auf eine 
Gerade g die Senkrechten AÄ, 
Bß, CG' .. gefällt. Der Umfang 
der Figur wird geschnitten von BB' 
in J0, von CC' in 6, von DD' in % und 
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S)', von UE' in @ und @', von GG' in @. Bezeichnet man durch 
BSß , ä'G' etc. die Lä nge d ieser Strecken , den Inhalt einer 
Fläche wie Jm durch ÄllfSj , so ist 

ABl&j + Bmj = I . 5£B . Ä'G' ; 

S®G_j + ®CGj = i . <§>G . B'C; 

GCdj + Og'gj_=_| . C15 . ff'^'; 

gj^ j + g 'Sgj + E^'@j = ', . ee' . CD'; 

W^j + ti'FS) = \ ®S5' . E'F'. 

.-. ABCBEFGj = -■ (BS . J,'(?' -h (?® . i^C + 6C . &'£' 
+ lg@' . C'jy +- ©£)■ . E'F'). 
Schneidet ein weck auf Parallelstrahlen, die 
durch seine Ecken gehen, Strecken ab, so ist der 
Flächeninhalt des necks der Summe aller Längen- 
produkte aus je einer Parallelstrecke und dem hal- 
ben Abstände der beiden benachbarten gleich. 

K. P. Gauss: Camot's Göom. de-poa., übers, von Scliumacher 11. (1810) 
S. 332. 

§ 39. 
Afflue Gebilde zwischen drei und melir Parallelen. 

1. Die 
Dreiecke 
ABC und 
ABC lie- 
f gen per- 
spectivisch 
anf einem 
Stralilbün- 
del. ~ Von 
den entsprechenden Seitenlinien treffen 
zusammen AC und ÄC in X, AB und 
ÄS in M, BO und SC in S. Die 
Gerade LM sehneide die Strahlen AA!, 
B, S. Nun ist 
BM = ÄÄ : BB 
ON — BB : CC' 
Ah— CC : AÄ 
BN . CL) =. - 1. 





BI!\ CC bezüglich in a 
AM 
BN: 
OL : 
.: (AM 
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Die durch X, M und N gehende Gerade (§ 35; 2) ist die 
Affinitätsaxe von ABC und ÄlBC. 

Wenn ferner der Strahl BB' die Strecken AC und A'C in 
E und E' schneidet, so ist 

JBE : ZWK = BCE : WUE' = EB : E'ß'; 
.-. ABC : ÄWC' = EB : E'B'. 

Auch ist Cd : C% = EfB : -E'S = B^ : B'B; 
.-. £5 : E'B' = _BS : 5'SB = CS ; C%. 

Wenn zwei Dreiecke perspectiviseh auf einem 
Strahlbündel liegen, so haben sie eine Affinitäts- 
axe, welche jede Strecke zwischen zwei entspre- 
chenden Punkten in dem Verhältnisse der Dreiecks- 
fläehen so wie der Strecken theilt, in welchen diese 
Flächen V'on irgend einem Strahle geschnitten 
werden. 

Zusatz. Gegenwendige perspectiviseh affine Dreiecke sind 
afflngleich, wenn die Strecke zwischen zwei entsprechenden 
Punkten von der Affinitätsaxe halbirt wird (§ 35; 10). 

2. Die Parallelogramme 
ABCD und A'B'C'D' liegen per- 
spectiviseh auf einem Strahl- 
bündel. — Schneiden einander jj 
von den entsprechenden Linien 
beider Gebilde AB und A'B" in 
i, BD und B'B' in M, BC und 
SC in iV, AB und Äff in 0, 
CB und C'B' in P, AO und 
ÄC in Q, so befinden sich je 
auf einer Geraden (1.): 

die Punkte L, M, 0, 

M, y, P, 

L, N. Q. 

. 0, P, Q. 
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Nim ist LB : BA = LS : B'A! ;1 „^ .- 
VC : CD ^ FC : C'D'.\ ^'^ ' ' 
:.LB:PC = LB' : PC'. 
Es treffen aber BG und B'C in iV zusammen, mithin gelit 
auch die Gerade PL durch iV {§ 32; 8). Hieraus folgt mittels 
des Vorhergehenden, dass auf der Geraden PLN auch die Punkte 
Q, und M sich befinden. Diese Gerade ist also die Ase der 
Affinität der Parallelogramme ABCI) und XECl^ . 

Wenn zwei Parallelogramme perspectivisch auf 
einem Strahlbündel liegen, so haben sie eine Affi- 
nitätsaxe. 

Zusatz. Die Mittelpunkte zweier affingleichcn Parallelo- 
gramme sind entsprechende Punkte derselben. 

3. Von den per- 
spectivischen Vier- 
ecken ABCI), 
ÄB'C'iy treffen die 
entsprechenden Li- 
nien DA und D'Ä' 
in L, AB und AB' 
in K PC und BC 
in M, CD und CD' 
i n 0, BD und B'B' in P zusammen, und es liegen die Punkte 
L, N, M auf einer Geraden. — Nun liegt P mit L und JV, 
mit M und P auf einer Geraden (1.). Eben so liegt der Durch- 
schnitt von AC und A'C mit L, 0, wie mit MN auf einer Ge- 
raden. Die Vierecke sind also affin. 

Werden die Strahlen AA', BS', CC\ DD' in 2t, SS, &, S 
von der Affinitätsaxc geschnitten, so ist (1.) 

A % :AM^ JJSB : B'SS = C(E : C(S. etc. 
ABC : ÄSC^ = AÜD : :ZC'D' = A% : ^'31; 
ABB : ABB' = BGB : B'CD' = BS5 : B'^. 
:. ABCD : A:B'G'D' ^- A% : Ä% = 7?» : -B'SB. 
Werden AB und AB' vo n DB' in E und £' geschitten, so ist 
^U" : 4OT' = ÖJE : D'PT (1.); 
.% ^^Ci) : ÄB'C^ = BE : D'E'. 
I. Zwei Vierecke sind affin, wenn sie perspecti- 
visch auf einem Strahlbündel liegen, und drei Ver- 
bindungslinien aller vier Ecken in dem einen mit 
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den entsprechenden in dem andern Vierecke auf 
einer Geraden zusammentreffen. 

n. Die Flächen und entsprechenden Felder 
von zwei perspectiv ischen und affinen Vierecken 
verhalten sich wie irgend zwei entsprechende 
Strecken eines Strahls. 

Zusatz. Die Flächen von zwei affinen Vierecken 
verhalten sich wie die Flächen der Dreiecke, in 
welche sie von entsprechenden Diagonalen gethcilt 
werden. 

4. Aus dem Vorstehenden erhält man leicht folgende Sätze; 

I. Zwei necke sind affin, wenn sie perspectivisch 
auf einem Strahihllnde! liegen, und n — 1 Verbin- 
dungslinien alier wEcken in dem einen mit den ent- 
sprechenden in dem andern «ecke auf derselben Ge- 
raden zusammentreffen. 

II. Die Flächen und entsprechenden Felder von 
zwei perspectivischen und affinen wecken verhalten 
sich wie irgend zwei entsprechende Strecken eines 
Strahls. 

§ 40. 
Affluo PuBktreihen in scliiefer Lage. 
1. Zwei affine Punk treiben (§36; 5) ÄBCD..A'B'C'J>'.. 
schneiden einander in dem Punkte 0, B' . — Die entsprechenden 
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Strecken CD und CD' seien durch die inneren Punkte G und 
Q-' so getheilt, dass sich verhält 

CG -.GT) = CG' : G'D' = C'If : CD. 

.-. 5?,/ + 1 = S^ -t- 1, oder CD' : CD' ^ CD : CD; 
G D (tD 

.*. CD' : CD = G'D' : GD\ 
:. CG : GD = G'D' : GD; 
:. CG = G'D'. 
Die entsprechenden Punkte G und G' sind also von dem 
Durchschnitte der Punktreihen gleichweit entfernt. 

Dieselben Strecken CD und CD' seien durch die äusseren 
Punkte J und J' so getheilt, dass sich verhält 

CJ : DJ = er : D'T = CD' : CD. 
.., .^^ _ 1 ^ ^ _ 1, oder CD' : D'J' = CD : DJ; 

:. CD' : CD = D'T : DJ; 

.% CJ\ DJ = D'J" : DJ; 

.'. GJ = D'J'. 

Auch die entsprechenden Punkte J und J' sind demnach 

von dem Durchschnitte der affinen Punktreihen gleiehweit entfernt. 

Nach dem Vorstehenden ist 

CG : GD = JC : JD, :. CG . JD = GD . JC; 
CG' : G'D' = rc: : J^D', .*. CG' . J'D' = G'D' . J'C. 
Auf Grund dieser Gleichungen heissen J, C, G, D und tT, 
C', G', D' harmonische Punkte. 

Von den Geraden GG' und JJ", welche kürzer durch s und 
s' bezeichnet werden sollen, ist die erste, s, der Halbirungslinie 
des Winkels JQI', die zweite, s', der Halbirungslinie des Win- 
kels GCG' parallel: sie stehen also in ihrem Durclischnitte auf 
einander senkrecht. 

In den rechtwinkligen Dreiecken OGJ und OG'J' ist 
^ OGJ = OG'J', 
. ÖGJ _ OG JG _ OG.OJ _ OJ.GJ 

"Wj ^ OG . j'G- " oGVöj" ~ öj'~. a'j'^^'^^^^-'^n 

A JG : J'G' = OJ : OJ' = OG : OG'. 
Werden s und s von AA' in L und L', von BB" in M und 

M' geschnitten, so hat man 
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iG^ _ LQ . AG- _ 

L^ ~ LG' . Zff^ ~ LG'~. LA' ' 
■ ;. AG : A'G' = LA : LA'. 
'MGB _ MG. BG _ MG . MB , 
MG^' ~ MG' . BV' MG' . MB" 
:. BG : jffG' = MB : MB. 
Die Gerade s theilt also die Strecken zwischen den ent- 
sprechenden Punkten in propoitionirte Stücke, so dass 

LA : LA' = MB : MB = OJ : OT = G'C : G'C 

= Gl) : Gl)'. 

Für die Dreiecke L'JA und L'J'A' ergieht sich 

IIJÄ ^ L'J.L'A ^ L'J . JA 

L'J'Ä X'J" . L'Ä L'J' . J'A" 

L'A : L'A' = JA : JA'. 

Ebenso erhält man mittels der Dreiecke M'JB und M'J'S : 

M'B : M'B' = JB : JB. 
Die Gerade s theilt demnach mittels äusserer Punkte die 
Abstände der entsprechenden Punkte in proportionirte Abschnitte, 

LA : L'A' = M'B : 3J'B' = J'C : J'C = OG : OG' 
= JD : JB'. 

Nennt man nun eine Gerade, welche — wie s und s — die 
Abstände der entsprechenden Punkte schiefliegender affiner 
Punktreihen nach dem Verhältnisse der entsprechenden Strecken 
(durch innere oder äussere Punkte) theilt, eine (innere oder 
äussere) Situationsaxe der Punkt reihen, so hat man 
den Satz: 

Zwei affine Punktreihen in schiefer Lage haben 
zwei Situationsaxen, eine innere und eine äussere, 
welche einander rechtwinklig schneiden, und durch 
die von dem Durchschnitte der Punktreiher gleich- 
weit entfernten entsprechenden Punkte gehen. 

Zusatz. Verschiebt man die Punktreihe ÄBC'B' . . der 
Richtung und Grösse nach um die Strecke CD', so fallen die 
entsprechenden Punkte C und C zusammen und beide Punkt- 
i-eihen liegen perspectivisch auf einem Strahlbündel (§ 32; 
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4. Zus. 5). Die Situatioiisaxen wertlen dann zu Affini- 
tätsaxen, welche die Winkel der Punktveiheii lialbiren. 
R. Baltzer: Die Gleichteit und Aehnlichkeit etc. (1852) 45. 



Sechstes Hauptstiick : 
Die Aehnlichkeit. 

§ 41. 
EiuleitiiU!?. 

1. Zwei Gebilde heisseii ähnüch (similis, i^), wenn sie 
perspectivisch und so auf einem S tralilbüscliel liegen 
können, dass ihre entsprechenden Strecken parallel sind. 

Zusatz. In zwei ähnlichen wecken sind alle entsprechenden 
Felder (Dreiecke, Vierecke u. s. w.) ähnlich; und umgekehrt: 
2 «ecke sind ähnlich, wenn sie aus ähnlichen Feldern (Drei- 
ecken u. 8. w.) in gleicher Ordnung bestehen. 

Der Projectionspunkt zweier perspectiviseh liegender ähn- 
licher Gebilde wird innerer oder äusserer Aehnüchkeits- 
punkt genannt, je nachdem er auf der von zwei entsprechenden 
Punkten begrenzten Strecke selbst oder auf ihrer Verlängerung 
sich befindet. 

Fr. Barttolomäi: Geradlinige Planimetrie (Jena 1851). § 314. 
Das Zeiclien i^ hat Leibniz eingeführt; die Benennung „Aehnliclikeits- 
pmkt" rülirt von L. Euler her {Nov. Acta Petr. IX. 1777 S. 154). 

2. In zwei perspectivischen und ähnlichen Gebilden sind je 
zwei entsprechende Strecken gleich- oder entgegengesetzt ge- 
richtet, je nachdem der Aehiilichkeitspunkt ein äusserer oder ein 
innerer ist (§ 13; 12.). 

3. Auf einem Strahlbilschel mit dem Projectionspunkte P 
liegen die Gebilde ABCD , . und X'BC'D' . . perspectiviseh 
und es ist 

FA : FÄ' = FB : PB' = PC : PC'. . 
:, AB II Ä'B'; FC \\ BC . . (§ 32; .4. Zus. 1.). 
Zwei perspectivische Gebilde sindähniieh, wenn 
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alle entsprechenden Punkte von den Strahlen pro- 
portionirte Strecken abschneiden. 

4. Sind nun io zwei perspectivisehen und ähnlichen Gebilden 
ÄS und jI'-B', BC und 0C' entsprechende Strecken, mithin 
^ ABC und ÄJ^C entsprechende Winkel, so ist 
^ ABG= A'B'C (§ 14; 1). 

In zwei ähnlichen Gebilden sind die entsprechen- 
den Winkel einander gleich. 



5. Ea seien ABCD . . 
und ÄSC'jy ■ . zwei per- 
speetivische und ähnliche 
Gebilde mit dem Aehnlieh- 
keitspunkte P. — Nun ist 



PA : PA' = FB : FB' = PC : PC . . (§ 32; 

FB : FB' = AB : A'B = BC : BC etc. {§ 3; 

.*. AB : AB = BC : BC = CD : Cl/. 

Die Verhältnisse je zweier entsprt 

Strecken ähnlicher Gebilde sind einander g 

6. Wenn in zwei Punkt- 
reihen.lPCZ>S- .,ÄB'CD'S'.. 
die Punkte einander so ent- 
sprechen, dass die (durch ent- 
sprechende Punkte begrenzten) 

entsprechenden Strecken 
gleiche Verhältnisse bilden, 
also AB : a:B' ^ BC : BC 
= CD : CD'. . ist, und man -^ 




3); 



^ende 
ich. 



V, U j,/ 
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bringt die Punktreihen in parallele Lage, so geht CC durch den 
Schnittpunkt von AA' und BB", ebenso DD.. (§ 32; 7); die 
beiden Punktreihen sind also ähnlich. 

Zwei Punkt reihen sind ähnlich, wenn die Vei- hält- 
nisse entsprechender Strecken einander gleich sind. 

Zus. 3. Zwei affine (affingleiche) Punktreihen sind auch 
ähnlich {§ 32; 3,). 

7. Wenn von drei Gebilden Ä, B, C 
A^B; B ^ C; 

:. Ä'^ c. 

Wenn von zwei ähnlichen Gebilden das eine einem dritten 
eongruent ist, so ist letzteres dem andern ähnlich. 

§42. 
Sie Aehnlichlceit der Breiecke, 

_^ 1. In den Dreiecken 

''n^ / ABC und ÄB'C sei AB : AC 

= A'B' : A'C und AB : BC 
= A':^ : B'C. — Sehnei- 
det man auf AD eine Strecke 
AD = AB' ab und zieht 
durch D zu BG eine Paral- 
lele, welche AC in E schnei- 
det, so ist (§ 32; 3. 5) 

AB : AC ^ AB : AS ^ A'D : A'C' 

AJi : BC = AJ) : DE = AB : B'C 

.*. AE ^ AC ; DE = B'C 

:. ADE^ ABC (§ 20; 6) 

ADE ^ ABC (§ 41 ; 1) 
.•. ABC '^A'B'C (§ 41; 7) 
Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Verhält- 
nisse der Seitenstrecken in dem einen Dreiecke 
zweien in dem andern in gleich er Ordnung gleich sind. 
Eukl. VI; 5. 
Zusatz. Zwei gleichschenklige Dreiecke sind ähnlich, wenn 
sie in dem Verhältnisse der Grundlinie zu einem Schenkel über- 
einstimmen. 



K. 
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2. In den Dreiecken ABC und Ä'IfG' sei < CÄB = C'A'B" 
und -^ ^jßC = ABC ~ Schneidet man auf A£ die Strecke 
AJ) = A'S" ab und zieht J>^ |1 BC, so ist 

^D£ ^ A'B' C (§ 20; 8) 
ADE ^, ABC 
:. AMC ^ A'B'C. 
Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei "Winkel 
des einen zweien des andern Dreiecks gleich sind. 

Eukl. VI; 4. 

3. In den Dreiecken ABC und ÄffC sei AB : AC 
= A'B' : A'C und < CAB = CÄB". — Schneidet man auf 
AB die Strecke AD = A'B' ab und zieht DE \\ BC, so ist 
(S 32' 3S 

AB : AC = AD ■ AE = ÄS : A'C 
:. AD = A'C 
ADE a ABC (§ 20; 7) 
ADE ^ ABC 
:. ABC ^ A'B'C. 
Zwei Dreiecke sind älinlich, wenn zwei Seiten- 
strecken des einen sich wie zwei des andern Drei- 
ecks verlialten, und die eingeschlossenen Winkel 
einander gleich sind. 
Eukl. VI; 6. 
Zusatz. Zwei gleichschenklige Dreiecke sind ähnlich, wenn 
sie in dem Winkel an der Spitze oder in einem Basiswinkel 
übereinstimmen. 

4. In den Dreiecken ABC und ABC sei AB : BC 
= A'B : BC, ^ CAB = CÄB und ^ BCA + BCÄ i im«. — 
Schneidet man auf AB die Strecke AD = AB ab und zieht 
DEWBC, so ist (§ 32; 5) 

AB : BC^ AD : DE= A'B : BC 
:. DE = BC 
^ DBA — BCA; ^ DEA + BCA' S 180» 
ADE SS ABC (§ 20; 9) 
ADE ^ ABC 
:. ABC ^ ABC 
Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Seiten- 
strecken des einen sieh wie zwei des andern Drei- 
ecks verhalten, die zwei entsprechenden Strecken 
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gegenüber liegenden Winkel gleich und die den bei- 
den andern Strecken gegenüber liegenden zusammen 
grösser oder kleiner als ein gestreckter Winkel sind. 
Eukl. VI; 7. 
Zusatz. Zwei rechtwinklige Dreiecke sind ähnlich, wenn 
sie in dem Verhältnisse der Hypotenuse zu einer Kathete llber- 
einstimmen 

Anmerk 1 Zur Bestimmung dei iehnlichkeit zweier Dreiecke dienen 
nach den viei i orstehendpn Ilauptsatzeii 
I zwei &tieckenverhiltms''t, 
11 zwei Winkel, 
in ein StreckenverhaltnibB und nn Winkel in jedem Dreiecke. 

_ Anmerk. 2. Man kann die yor- 

stehenden Sätze auch auf andere Art 
teweisen. Z.B. In den Dreiecken jlßC 
und A'rrC sei ylß : BC'= A'B' : B'C' 
und AB : Aü = A'B' : A'C (1.). — 
Man ziehe von einem beliebigen Punkte 
P aus nach A, B, C drei SlraHen, 
schneide auf ^iß eine Strecke AD'^AB' 
ab, ziehe durch D parallel zu AF eine 
^' "' " '" Gerade, welche BP in B' trifft, und 

ziehe nach AP und CP die Strecken B"A" || BA. B"C' |] BC. Dann ist 
AB : BC = Ä'B" : B"C" ^ A'B' : B'C 
AB : AC ^ A"B" : Al'C" = A'B' : A'C 
A'B" = AD = A"B" 
.: B"C' ^ B'C; A"C' == A'C 
.: A"B"C' ^ A'B'C 
A"B-C' ^ ABC 
.*. ABC ^ A'B'C. 
5. Für die Flächen der ähnlichen Dreiecke ABC und A'B'C 
hat man (§ 38; 2. Zus. 1.) die Gleichung 

ABC : Ä^WU = {AB . BC) : (AB' . B'C). 
Nnn ist aber (§ 41 ; 5) 

BC : B'C = AB : A'B'. 
Aus dem Produkte dieser beiden Gleichungen ergiebt sich 

A^C : TWC =r. AB' : A'B'K 
Die Flächen ähnlicher Dreiecke verhalten 
sich wie die Quadrate der Längen entsprechender 
Strecken. 
Euki. VI: 19. 
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Unter verschiedenen Fällen der 
perspeetivischeo Lage zweier ähn- 
licher Dreiecke mag der folgende 
hervorgehoben werden. 

6. In dem Dreiecke ABG seien Ä^, B,, C, die Mitten von 
BC, CA und AS, so dass das Dreieck A^B^Ci dem Dreiecke 
ABC eingesehrieben ist. — Nun ist 

A,B, II AB, B,Ci II BC, C^A^ || CA (§ 32 ; 4); 

AB = 2A,S„ BC = 2B,Cu CA = 2C,Ai (§ 32; 5); 
.*. ABC ^ BUiC (3.). 

Wenn AA^ und BB^ einander in P schneiden, so ist 

PAB '^ BA,B, (1.) 

A AB : A^B, ^ PA : PA, ^ PB : PB, = 2 : 1 (§ 41 ; 5). 

Die Gerade CC^ theilt sowohl AA^, als auch BB^^ in dem- 
selben Verhältniss, sie muss also durch P gehen. P ist mithin 
der Äehnlichkeitspunkt der Dreiecke ABC und A^B^C,. 

Der Punkt P ist der Schwei-punkt beider Dreiecke (§ 32; 11). 

I. Die Verbindungslinien der Ecken eines Drei- 
ecks mit den Mitten der gegenüber liegenden Sei- 
tenstreeken gehen durch einen Punkt, den Schwer- 
punkt des Dreiecks. 

Arctimedes (287—212 v. Chr.): Werke, übers, von Nizze S. 10. 

n. Wenn ein Dreieck einem andern so einge- 
schrieben ist, dass die Ecken des eingeschriebenen 
in den Mitten der Seitenstrecken des andern liegen, 
so sind beide perspecti vis ch ähnlich und ihr gemein- 
schaftlicher Schwerpunkt ist ihr innerer Äehnlich- 
keitspunkt, 

Zusatz. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist von einer Ecke 
doppelt so weit entfernt, wie von der Mitte der gegenüber liegen- 
den Seitenstrecke. 

Wir untersuchen nun einige Fälle, in denen zwei ähnliche 
Dreiecke von vier Geraden gebildet werden. 

7. In dem Dreiecke ABC sei aus 
C nach der gegenüber liegenden Seiten- 
strecke AB die Gerade CD so gezogen, / / 
dass ^ ACD = ABC ist. - N 
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ABO ^ ÄGD (1.) 
.*. AB : AG = AC : AD; 
I. AC^ = AB . AB. 

AC : BC= AB : GD; 
AB : BC = AG : OB. 
Das Produkt der beiden letzten Gleichungen ist 
AB : BC^ = AB : CD^-, 

II. .*. AH : AB = BO'' ■ CB\ 

Haben zwei ähnliche Dreiecke einen "Winkel und 
eine ihm anliegende Seitenstrecke gemein, so ist 
diese die mittlere Proportionale zwischen den auf 
dem andern Winkelschenkel liegenden Strecken, 
und letztere verhalten sieh wie die Längenqnadrate 
der dem Winkel gegenüber liegenden Seitenstrecken. 

Pappos: Samml. VII; 119. 

Zusatz. Zieht man von C nach AB noch die Gerade CE 
so, dass ^ BCE = BAG ist, so hat man 
AO^ ^ AB . AB; 
BC^ = AB . EB\ 
I. .*. AG^ + BC = AB {AB + EB). 

Ferner ist 

AGB ^ CBE, 
:. AD : CB = CE : BE, 
^ CEE = CED, :. GE = CD; 
n. .-. GD . GE^ CD^ = AB . BE. 

Endlich hat man 

AB : AB = BC : GD\ 
AB -.EB = AC^ : GE^; 

III. .". EB : AB = BC^ : AC\ 

Fallen die Geraden CB und CE in eine zusammen, so ist 

^ AGB = CBA -H BAC =- 90». 
Aus I. folgt dann: 

AB^ = AC^ + BG\ 
Obgleich leicht zu übersehen ist, welche Gestalt die übrigen 
vorstehenden Gleichungen in diesem besonderen Falle annehmen, 
so soll derselbe doch wegen seiner Wichtigkeit .besonders be- 
handelt werden. 
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8. Fällt man in dem rechtwink- 

l^en Dreiecke ABC aus der Spitze 

des rechten Winkels eine Senkrechte 

CD auf die Hypotenuse A£, so ist 

ABC ■^ AGB ^ CBB. 
I. .-. AB : AC = AC: AB; AB : CB = CB : DB. 
II. DA : BG^ DC : DB. 

Aus den beiden Gleichungen I. folgt 

AB . AB = AC^; AB . DB = CBK 
Die Summe dieser Gleichungen ist 
in. AB^ = AC^ + CB\ 

ihr Quotient 

IV. AD : DB ^ AC^ : GB\ 

Da AB und BB die senkrechten Projectionen der Katheten 
AG und CB auf die Hypotenuse sind, so lauten die vorstehend 
entwickelten Sätze wörtlich 

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist 

I. jede Kathete die mittlere Proportionale zwi- 
schen der ganzen Hypotenuse und ihrer senkrech- 
ten Projection auf dieselbe; 

II. die aus der Spitze des rechten Winkels auf 
die Hypotenuse gefällte Senkrechte die mittlere 
Proportionale zwischen den Abschnitten der Hy- 
potenuse; 

III. das Längenquadrat der Hypotenuse der 
Summe aus den Längenquadraten der Katheten 
gleich; 

IV. die Längenquadrate der Katheten verhalten 
sich wie ihre senkrechten Projectionen auf die Hy- 
p 1 e n u s.e. 

Eukl VI; 8 und X; 33, lemma 1. 
Zus. 1. Werden durch AB, BB, CB die Längen dieser 
Strecken bezeichnet, so sind in der aus U. abgeleiteten Gleichung 

DA . DB = DC 
beide Seiten negativ, weil das Produkt DA . DB es ist (§ 8; 1). 
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DG stellt also die imaginäre Wurzel des negativen Produktes 
DA . DB dar. 

Zus. 2. Rechtwinlilige Dreiecke, in denen die Längen der 
Seiteustrecken rationale ganze Zahlen sind, erhält man auf 
folgende Weise. 

Sind a, h, c die Seitenstrecken eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, so hat man c^ — a" -+- b^ (III.), mithin e^ — a'^ = b^; 
, + a h f _ 



:. $ (c + «) = bp; q^ (c + «)' = b^^ ^ p^ (c* — a^) 

p (c — ß) = bq; p^ (c — df = ^V = 9^ {^^ — «0- 

f" (c — aY + q_^ {c + aY = {p^ + q^) (c= — a^)\ 

.*. c: a= {p^ + q^) : (p^ - q^) 

(jps ^ gy _ (j3^ _ g2)a = 4^agü =, {2pqy. 

Sind nun p und g zwei beliebige ungleiche ganze Zalilen, so 

sind auch die Werthe 2pq, p^ — a^ p^ + q^ ganzzahlig und 

man kann durch sie immer die Längen der Seitenstrecken eines 

rechtwinkligen Dreiecks ausdrücken. 

Wenn p und g einen Factor gemein haben, so haben die 
drei vorgenannten Zahlen das Quadrat dieses Factors gemein. 
Sind p und q ungerade, so bezeichnen 2,pq, p^ — q^, p^ + q^ 
gerade Zahlen. Will man daher nur solche Dreiecke haben, in 
denen die Verhältnisse der Seitenstrecken verschieden und durch 
die kleinsten ganzen Zahlen ausgedrückt sind, so muss man eine 
der Zahlen ß, q gerade, die andere ungerade nehmen; beide 
aber müssen relative Primzahlen sein. Dann wird 2pq gerade, 
aber p^ — q^ und p^ -h q^ ungerade. Man erhält für 
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N. Frenicle: Traitfi defi tmnglea lectang (IbTöJ Mem de Paris 1731 
p. 85. 

Einen Tlieil dieser Dieiecke kana man nach den Regeln, finden, nelcte 
Proltlos zn Eukl. I; 47 (Bwoc p 271) mittheilt und von ilmen er flie eine 



(^)-=-H-("^7 
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[f^y^>T=-+[f;)'-'T 



i'chreibt Der InlPi Br 
nai.li ein ,^1j Jje umfassendere Regel 



1(1+0' = ^'; -«!'+'■ 




welche bei der Multiplicatjon mit 4 g* m die olien abgeleitete (ien-humr iha 
geht Aus der Gleichung des Brahmegupt^ folgt fui p = ot und g = 1 iic 
erste filr p = m und 5 =- 3 die zweite des Proklos 

Chasles Apeigu bistonque etc (1837) ubers lon Sohnke S 47o 
Q Diu eil einen beliebigen Punkt sind zv.ei Geiide ^e 
zogen welche den Kreia um iU" in ^1 B und C I) sthneideii 



Zieht man AC und BD, 
so ist 

OÄC ^ OBB (2.); 

:.OA-:()G^OB : OB; 

OA . OB = OC . OB, 



Auf allen Geraden, die durch denselben Punkt 
gehen und einen Kreis in zwei Punkten schneiden, 
sind die Produkte aus den Längen der Abstände des 
ersteren Punktes von den beiden letzteren ein- 
ander gleich, 

Eukl. III; 35 und Clavius zu Eukl. HI; 36. 
Zus. 1. Das Produkt aus den Längen der Abstände eines 
Punktes auf einer Geraden von ihren Durchschnitten mit dem 
Kreise wird „die Potenz des Punktes in Bezug auf den Kreis" 
oder awch „die Potenz des Kreises in Bezug auf den 
Punkt" genannt. Sie heisst „innere" oder „äussere Po- 
tenz", je nachdem der Punkt innerhalb oder ausserhalb des 
Kreises liegt. 

J. Steiner: Crelle's Jourii. I; (1826) S. 164. 
Die äussere Kreispotenz ist positiv, die innere 
negativ, weil bei jener die Abstände des Punktes vom Kreise 
gleiche, bei dieser entgegengesetzte Richtung haben. Die Kreis- 
potenz ist null für einen Punkt des Kreises. 
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Zus. 2. Ist N die Mitte der Sehne AB, so ist die Kreis- 
potenz in Bezug ani : 

OA . OB; 
OA = ON-i- NA- 
OB = ON + iü? = ON — BN = ON — NA; 
OA . OB ^ (ON + NA) (ON — NA) 
= ON^ — NA\ 
Geht durch und den Kreismittelpunkt M eine Sel^ante, 
welche den Kreis in E und F schneidet, so ist 
OA . OB = OS . OF; 
OE . OF ^ OW — ME^; 
.: OA . OB ^ OM^ - ME^ = OM^ ~ MA\ 
Die Kreispotenz in Bezug auf einen Punkt ist 
gleich dem Länge nquadrate der Centraldistanz des 
Punktes, vermindert um das Längenquadrat des 
Radius. 

Zus. 3. Liegt innerhalb des Kreises, und steht AB in 
senkrecht auf dem Durchmesser EF, so halbirt die Sehne AB 
(§ 24; 7), und diese ist die kürzeste aller durch gehenden 
Sehnen (§ 28; 6). Also ist 

OE . OF ^ — OAK 
Die innere Kreispotenz in Bezug auf einen Punkt 
ist dem negativen Längenquadrate der Hälfte der 
kleinsten Sehne gleich, welche durch den Punkt geht. 
10. Aus einem Punkte gehen 
nach einem Kreise zwei Gerade, von 
denen ihn die eine in T berührt, die 
andere in A und B schneidet. — 
Zieht man TA und TB, so ist 
OAT ^ 0TB (2.) 
■ OT ^ OT : OB; 
^ = OA . OB. 
Kreispotenz in Bezug auf einen 
Punkt ist dem Längenquadrate der von dem Punkte 
und dem Kreise begrenzten Tang entens trecke gleich. 
Eutl. III; 36. 
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11. Die Kreise um M und N 
schneiden einander in Ä und B. — Für 

irgend einen Punkt C der gemeinschaft- 
lichen Sekante J-B ist nun (9. Zus. 2) 

CA . CB ^ GM^ — AM^ = CN^ — AN". 
Zieht man durch den Punkt D, welcher nicht auf AB liegt, 
und durch A eine Gerade, welche die Kreise M und Nia. E 
und F schneidet, so ist AJE <C AF (wenn D und M auf einer 
Seite von AB liegen), mithin 

DA . DE < DA . DE; 
.: DM^ — AM^ < DN^ — ANK 
Wenn zwei Kreise einander sehneiden, so sind 
die Kreispotenzen für jeden Punkt der gemein- 
schaftlichen Sekante einander gleich, für jeden an- 
dern Punkt ungleich. 

Ganltier; Joiirn. Je I'Ecole Polyteclm. XVI (1812) p. 1Ö9. 
Zusatz. Die Tangenten, welche von einem äusseren Punkte 
der gemeinschaftlichen Sekante zweier Kreise an dieselben gelegt 
werden können, sind einander gleich. 

12. Zwei Gerade, auf denen die Strecken AS und CD 
liegen, schneiden einander in dem Punkte 0, der für beide 
Strecken zugleich entweder ein innerer oder ein äusserer ist, so 
dass die Gleichung besteht: 

OA . OB = OC . OD. 
Construirt man nun einen Kreis, der durch A, B und C geht, 
so muss auch D auf demselben liegen. Denn schnitte die Ge- 
rade OC den Kreis in H' zum zweitenmale, so wäre 
OC . OD = OC . OD' 
.'. OD = OD'. 
Die Endpunkte zweier Strecken liegen auf einem 
Kreise, wenn die Längenprodukte ihrer Abstände 
von dem Durchschnitte der beiden Geraden, denen 
die Strecken angehören, einander gleich sind. 
ClaviuB zu EuM. ni; 35. 36. 
Zusatz. Wenn drei Punkte A, B, auf einem Kreise liegen, 
und es ist für einen Punkt der Geraden AB : 

OA . OB ^ 0G\ 
so berührt OC den Kreis in C. 
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Denn, wenn M der Mittelpunkt des Kreises ist, so hat man 
OA . OB = OM^ — MC^ (9. Zus. 2.). 
.-. OM^ = OC- + MC. 
Das Dreieck OMC ist also bei C rechtwinklig (7. Zusatz) 
und OC eine Tangente des Kreises. 
Eukl. III; 37, 

~ 13. Von dem Punkte S 

!• geht an den Kreis um C eine 
Tangente, welche ihn in Ä be- 
rührt, und es ist die Tangenten- 
streeke BÄ dem Durchmesser 
des Kreises gleich. Zieht man 
von B aus durcli C eine Se- 
kante, welche den Kreis in D 
und F schneidet, so ist 

BD : BÄ ^ BA : BF (10.); 
.-. BD : DF= DF : BF. 

Die Strecke BF ist also in D „nach stetiger Propor- 
tion* {„nach dem äusseren und mittleren Verhältuiss", Eukl, 
VI; Def. 3) getheilt (sectio divina; s. aurea). 

Schneidet man nun auf BÄ die Strecke BE = BD ab, so ist 
BA : BD = (BA + BD) : BÄ; 
.-. BA : BE ^ (BA + BB) : BA. 
Subtrahirt man 1 von dieser Gleichung, so ergiebt sich 

EA : BF = BE : BA. 
SA ist mithin in E stetig getheilt. 

Geht von einem Punkte eine Tangente an einen 
Kreis, und ist die von dem Punkte und dem Kreise 
begrenzte Strecke derselben dem Durchmesser 
gleich, so wird die von demselben Punkte auslau- 
fende Mittelpunktssek ant e vom Kreise stetig ge- 
theilt. Die Tangentenstrecke wird aber stetig ge- 
theilt, wenu mah auf ihr von einem Ende aus den 
äusseren Abschnitt der Sekante abträgt. 
Legendre: Elto. de Geom. (1800). III. ProbL 4. 
Zus. 1. In dem rechtwinkligen Dreiecke ABC ist (8.) 
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{BD + BCy 



- AB'' + AC^; 




.-. BD = BE = ^ (1/5 - 1), 

Ell kl. XIII; 3. 

Zus. 2. Ist die Strecke AC in D stetig 
, und beschreibt man über dem kleineren 
Abschnitte AD als Basis mit dem grösseren 
DC als Schenke] ein gleichschenkliges Dreieck 
ABC, so ist jeder Winkel an der Basis doppelt 
so gross als der Winkel an der Spitze. , 

Denn, da CA : AB = AB : AD ist, so hat man 
BAC ^ DAB (3.) 
.-. < ABC = ADB = 2 DBC = 2 . ABB. 
Mithin ist ^ 4B-D = 36«, -^ DAB == 72«. 

Ist C der Mittelpunkt, CA der Halbmesser eines Kreises, so 
bildet AB die Seitenstrecke eines eingeschriebenen regelmässigen 
Zehnecks. 

Pappos: Collect, matt, V; 47. 

U. Ein Durch- 
messer AB eines 
Kreises steht auf 
der Geraden // in C 
senkrecht; eine an- 
dere Gerade schnei- 
det den Kreis in A 
und D , die Linie g 
in E. — Zieht man BD, so ist ABD <^ AEC (2.), 

.: AB : AD = AJü : AC; AB . AC = AD . AM. 

iNennt man die Punkte B und C, so wie D und iJpo- 
tenzhaltend in Bezug auf .4, insofern die Längen produkte 
ihrer Abstände von A einander gleich sind, so ergiebt sieh der Satz: 

Liegt der Projectionspunkt eines Strahlbüschels 
auf einem Kreise, so schneiden alle Strahlen den 
Kreis und eine Gerade, welche auf dem durch den 




y Google 



150 



Aehnlichkeit. 



43. 



Projectionspunkt gehenden Durchmesser senkrecht 
steht, in poteiizhaltenden Punkten. 

G. B. Benedetti (gest, 1590 n. Chr.) in Briefen: P. Herigone; Curs. 
Math. I. S. 324. 

Eobert Simson beweist (Tlie loci plani of ApolSonius restored. 1749. 
I; 8. 9. S. 47—49 der Uebers. von Camerer) zwei Umkehrungen des vor- 
stehenden Satzes. 

15. Der Radius OE eines 
Kreises um berühre in E 
einen zweiten Kreis. Eine 
durch den Mittelpunkt des 
ereteren Kreises gehende Ge- 
''^' rade schneide den zweiten in 
A und C. Ein beliebiger Punkt 
J> des Kreises um sei mit 
0, A und C durch Gerade ver- 
bunden. — Nun ist 
OH' = 01)^ = OA . OC(10.); 
.-. OA : OD = 0X> : 0C\ 
.: A AOI) ^ BOG 
AO : DO = AD: HC. 
Bewegt sich der Punkt D auf dem Umfange des Kreises 0, 
so bleibt, bei fester Lage von AO, das Verhältniss AD : DG 
unverändert. 

Apollonius: Pappos VII; Einl. — E. Simson: ApoUoniua „Ebeno 
Oerter", wiederhergestellt; S. 212fi. der Uebers. Vgl. A. F. Möbius; Kreis- 
veiwandlschaft (1855) § 21. 22. 




§ 43. 
Zusammeuliaug' von Strecken im Dreiecke, Yierccke uud Kreise. 

1. Fäilt man aus einer Ecke 'G 
eines Dreiecks ABG eine Senkrechte CD 
auf die gegenüber liegende Seitenlinie 

AB, so ist {§ 42; 8) 
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.-. AC^ - BC^ = Aß^ - BD' = AD^ - DBK 
Ist M die Mitte von AB, so erhält man 
AD^ — DB' = (AM + MDY — {MB — MDy 
= 4 . AM . MD = 2AJ3 . MD. 
.: AC — BC = 2AB . MD. 
Setat man AB = c, BC= a, CA ^ b, MD = ä, so erhält 
die vorstehende Gleichung folgende Gestalt 
jä — a^ = 2 c . (i. 
Der Unterschied der Längenquadrate zweier 
Seitenstrecken eines Dreiecks ist dem doppelten 
Längenprodukte der dritten Seitenstrecke und des 
Ahstandes ihrer Mitte vom Fusspunkte der aus der 
gegenüber liegenden Ecke gefällten Höhe gleich. 
Pappos: Vn; 120. 
Zusatz. Wenn zwei Gerade auf einander senkrecht stehen, so 
hat der Unterschied aus den Längenquadraten der Abstände eines 
jeden Punktes der einen von zwei festen Punkten der andern 
Geraden denselben Werth. 

2. In dem Dreiecke ABC seien aus 
einem beliebigen Punkte die Senkrechten 
OD, OE, OF auf die Seitenstrecken BC, 
CA, AD gefällt, deren Mitten die Pimkte 
Ä, D, C sind. Nun ist (1.) 

AO^ - BO^ = AF^ — BF' 
BO' — CO' = BD' - CD' ^ 2 . BC . A'D; 
CO^ _ AO' = CE' — AE' = 2 . CA . B'E. 
Die Addition dieser drei Gleichungen ergiebt 

AF^ + BD' -f CE' =- BF' + CD' + JE^; 
AB . G'F 4- BC . ÄD -i- CA . B'E =^ 0. 

3. Umgekehrt, wenn in einem Dreiecke ABC die Punkte 
A', B', C die Mitten der Seitenstrecken BC, CA, AB, und Z>, 
E, F Punkte dieser Seitenlinien sind, ausserdem aber eine der 
Gleichungen 

AF^ — BF^ + BD' - CD^ + CE' — AE^ = 0, 
AB . CF + BC . ÄD + CA . B'E = 
gilt, so treffen die in D, E, F auf den Seitenlinien errichteten 
Senkrechten in einem Punkte zusammen. 

Denn, wenn die in D und E eiTichteten Senkrechten in 
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zasammeiitreffeii, und eine aus auf AB gefällte Senkrechte diese 
Seitenlinie In G schneidet, so ist (2.) 

äF^ — BF^ -= AG^ — BG^; AB . C'F = AS . C'G\ 
.-. C'F = CG. 
G fällt also mit F zusammen. 

Zus. 1. Die Senkrechten, welche auf den Seitenstrecken 
eines Dreiecks in ihren Mitten errichtet werden, treffen in einem 
Punkte zusammen. (Vgl. § 24; 9). 

Zus. 2. Sind AD, BF, CF die drei Höhen eines Dreiecks, 
so ist 

CA^ - BC^ + AB^ — CA' + BC^ - AB^ = AF^ — BF^ 
4- _BDä — C'D^ + CF^' — AF^ = 0. 
Die drei Höhen eines Dreiecks schneiden einander 
in einem Punkte. Vgl. § 30; 7. 
L. Kunze: Geometrie (1842) S. 72. TS. 
4. In einem Dreieck ABC ist aus A auf die gegenüber 




liegende Seitenlinie BC die Senkrechte AD gefallt. — Nun ist 
C§ 42; 8), 

AB^ = AD^ + DB' = AD' + (DC + CB)^; 
= {AD^ -f DC^) 4- GBä + 2Z)C . CB; 

.: AB' — (AC -f- CB') = 2 . DC . CB. 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

I. Wenn der Winkel AGB stumpf ist, so liegt D auf der 
Verlängerung von BC; die Strecken DC und GB haben also 
gleiche Richtung, und ihr Längenprodukt ist positiv. 

Das Längenquadrat der einem stumpfen Drei- 
eckswinkel gegenüber liegenden Seitenstrecke ist 
grösser als die Summe der Längenquadrate der ihn 
einschliessenden Seitenstrecken um das doppelte 
Längenprodukt aus einer der letzteren und der 
senkrechten Projection der andern auf sie. 
Eukl. II; 12. 

n. Wenn der Winkel ACB spitz ist, so fällt D auf die 
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Strecke SC selbst, mithin haben BG und CB enl 
Eichtungen, und das Längenprodukt DC . CB ist negativ. 

Das Längenquadrat der einem spitzen Dreiecks- 
winkel gegenüber liegendenS ei tenstreeke ist kleiner 
als die Summe der Längenquadrate der beiden an- 
dern Seitenstrecken um das doppelte Produkt aus 
der Länge einer der letzteren und der senkrechten 
Projektion der andern auf sie, 
EuM. II; 13. 
Setzt man AS = c, SC= a, CA = b, CD = x, so erhält 
man die beiden Gleichungen 

L c^ — (a^ + h^) ^= 2 ax 
IL ffä + 6^ — c^ = 2 ax. 
Zus. 1. Wenn in einem Dreiecke ABC die Gleichung 
AS-' = AC' + CB^ 
besteht, so ist dasselbe bei C rechtwinklig. 

Zus. 2. Wenn in dem Dreiecke ABC die Strecke AB = BG 
ist, und man projicirt mittels der Senkrechten AI> den einen 
Schenkel AB auf den andern, so ist (II.) 
AC = 2 BC . DG. 
In einem gleichschenkligen Dreiecke ist dasLän- 
genquadrat der Grundlinie doppelt so gross wie das 
Längenprodukt eines Schenkels und der senkrech- 
ten Projection der Grundlinie auf ihn. 
Pappos: Math. Collect. V; 24. 
Zus. 3. Schiefwinklige Dreiecke, in denen Seitenstrecken 
und Höhe rational sind, kann man durch Zusammensetzung zweier 
rationaler rechtwinkliger Dreiecke (§ 42 ; 8. Zus. 2) bilden, indem 
man durch Multiplication zwei Katheten einander gleich macht 
und dann beide rechtwinklige Dreiecke mit ihren gleichen Kathe- 
ten zu einem schiefwinkligen Dreiecke zusammensetzt, das die 
Summe oder Differenz von jenen ist. 

Auf diese Weise lassen sich mittels zweier rationaler recht- 
winkliger Dreiecke acht schiefwinklige bilden. Z. B. 

Rechtwinklige Dreiecke. Ü Schiefwinklige Dreiecke. 

3 I 4 I 5 II 5 I 12 j 13 jlHölie| Grundlinie jübrige Seitenstrecken. 



15 1 20 


25 


15 36 


39 jl 15 ! 36 + 20 ; 25 


39 


15 20 


25 


20 , 48 


52 20 1 48 + 15 1 25 


52 


12 16 


20 


5 i 12 


13 i 12 j 16 + 5 1 20 


13 


5 12 


15 


5 > 12 


13 i 12 , 9 + 5 ' 16 


13 
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In den Werthen für die Grundlinie giebt Aas Vorzeichen — 
stumpfwinklige Dreiecke, in denen der stumpfe Winkel an der 

Grundlinie liegt. 

L. Kunze: Geom. (1842) S. 205. 206. 

5. Drei Punkte S, C, B einer Geraden 
sind mit einem beliebigen Punkte A ausser- 
halb derselben verbunden. — Fällt man 
_, AE _L BD, so ist (4.) 
AB^ = AC^ + CB^ — 2 EC . BC 
jj)2 ^ AC^ + CD^ + 2 EC . CD. 
Wenn man die erste dieser Gleichungen mit CD, die zweite 
mit BC muitiplieirt und die Resultate addirt, so erhält man 
AB^ . CD ^- AB^ . BC = AC^ . BD + BC , CD . BD. 
Matthew Stewart; General theorems of consid. uae etc. (Edinb. 1746). 
Zus. 1. Ist Cdie Mitte von BD, so geht 

die letzte Gleichung über in: AB^ + AD^ = 

2 AC^ + 2 BCK 

2. Jalirh. v. Chr.): De sectione coci (Halley, S. 16). — 
Pappos VII; 123. 

Die Summe AB^ + AD^ behält .für die festen Punkte 
B, G, D unverändert ihren Werth, so lange A auf dem Kreise 
bleibt, welcher mit dem Radius CA um C beschiieben werden 
kann. 

Zus. 2. Ist AB = AD, so geht die Stewart'sche Gleichung 
in die folgende über: 

AB^ - AG^ = BC . CD. 

Ebenso erhält man aus der Voraussetzung AB = AC: 
AD^ — AC^ = BD . CD. 

Wenn man in einem gleichschenkligen Dreiecke 
durch eine von der Spitze ausgehende Ecklinie die 
Grundlinie theilt, so ist der Unterschied aus den 
Längenquadraten der Ecklinie und eines Schenkels 
dem Längenprodukte aus den Abschnitten der Grund- 
linie gleich. 

Pappos (Samml. VTI; 154) erwähnt diesen Satz. 
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6. In dem Dreiecke ABC sei der 
Dreieekswinkel SAG und sein Neben- 
winkel halbirt durch zwei Gerade, welclie 
SC in D und E treffen. — Ein mit dem 
Radius AC um A beschriebener Kreis 
schneide die Sü-ecke A£ in G, ilire Ver-ä -ö f is 

längerung über A hinaus in F. Nun ist 
FC 11 AD, GC II AF (§ 13; 7) und AG ^ AG- ^ AF, 
.: BA: AF^ JBD : DC, 
oder I. BA: AC = BD ; DG; 

BA : GA ^ BF : CE, 
oder II. BA : AC = BF : CE. 

Aus I. und II. folgt BD : DC ^ BE : CE, 
oder III. BD . CF = BF . DC. (Vgl. S. 134.) 

Die Gleichungen I, und IL drücken folgenden Satz aus: 
Die Halbirungslinie eines Dreiecks winkeis wie 
die seines Nebenwinkels schneidet die gegenüber 
liegende Seitenlinie so, dass die zwischen dem Schnitt- 
punkte und den beiden Ecken liegenden Strecken 
sich wie die anstossenden Seitenstrecken verhalten. 
Eukl. VI; 3, ergänzt von E. Simson: The Elements of Euclid (1762). 
Die Gleichung III. tat Pappos (VII; 156) auf anderem Wege abgeleitet. 

7. In dem Dreiecke ADC werde BC von der Halbirungs- 
linie des Winkels BAC in D, von der HalbiningsUnie seines 
Nebenwinkels in E geschnitten. 

Setzt man AM ^ c, BC = a, CA= h, so ist (6.) 

c : b = BD : DC; c : b = BF : CF; 
... (j _(_ c) : 6 = a : DC; (c — h) : b = a : CF, 
(h + c) : c = a : BD; {c ~ l) : c = & : BE, 

JDO ^^ ^^ - IßJ)^- ^'^ ■ r<-c "^^ 

ö -t- e' 

Nun ist nach dem Stewai't'schen Satze (5.) 

b^ . BD -\- c'' . DC ^ AD^ . a -\- SD . DC . a; 
AE^ . a ^ c^ . CE = b' . BE + BE . CE . a; 

■■■ ^^' = -iT^o- - W+W = »«-■»-»• ■0'-" 

AH' - ^Vi - ' -— '^ =BE.CE-U 
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AD^ 




Das Längenquadrat der Halbirungslinie eines 
Dreieekswinkels oder seines Nebenwinkels ist dem 
Unterschiede ans den Längenprodukten seiner Schen- 
kel und der Abschnitte der dritten Seitenlinie 
gleich. 

S. H. van Swinden: Geora. 206. 
Setzt man für die Abschnitte von BC ihre Werthe ein, so er- 
giebt sich: 

hcja + b + c) {b + c — a) 

(6 + cy 

Ic {a -\- c — h) ja + h — c) 

-(c-hy 

, h = 28"*, a = 69"' wird AB = 28'". 
8. In dem Paral- 
^^^ lelograninie ÄBCD mit 
dem Mittelpunkte M 
hat man (5; Zus. 1) 
AB^ + BC^ = 2 A3I^ + 2 BM-'; 
4 AM^ --- AO"; 4 BM' = BD'' 
.: 2 AB^ + 2 BC = AC + BI)\ 
In jedem Parallelogramme ist die Summe aus 
den Längenquadraten der vier Seitenstrecken der 
Summe aus den Längenquadraten der Diagonalen 
gleich. 

GregorJus a Saacto Viacentio: Qiiadr. circuli (Antv. 1647), p. 33. 

9. In dem vollständigen Vierecke ABCI) 
sind- die Mitten der gegenüber liegenden Sei- 
tenstrecken AB und CD, BC und DA, BD 
und CA durch die Mittellinien EE^, FF^, 
QGi, verbunden, welche die Diagonalen der 
drei Parallelogramme EFE^F,, , FG-oF^G, 
EGEaGo sind (§ 32; 4. Zus. 3.). — Es sind aber die Seiten- 
strecken dieser Parallelogramme halb so gross wie die Seiten- 
strecken des vollständigen Vierecks, mit denen sie parallel laufen. 
Da nun 

2 EF^ + 2 FEü^ = EEc,^ + FFo% 
2 FG«^ + 2 Öo-F'o^ = FFo^ + GGo\ 
2 EG^ + 2 (?_Eoä = _EEo^ + GG^^ 
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. BD' + CA' = 2 EEV 
I. { AB' + CD' = 2 FF,i 
BC + DA'= 2 EE,' 
In einem vollständigen Vier 



+ 2 FF„', 

+ 2 oa,; 

+ 2 ÖG,'. 

5cl£e ist die Suir 



aus den Längenqnadraten zweier gegenüber liegen- 
der Seitenstrecken doppelt so gross, wie die Summe 
aus den Längenquadraten der beiden Mittellinien, 
welche die andern Seitenstrecken verbinden. 

Subtrahirt man je 2 der Gleichungen 1. von einander, so er- 
halt man 
II. BD' -I- C-1' -H 2 6G,' = AB' + CD' + 2 EE,' = 
BC + DA' + 2 FFa'. 
Subtrahirt man je eine der Gleichungen I. von der Summe 
der beiden andern, so folgt; 

lAB' + BC + CD' + DA' — BD' + CA' + t GG„\ 
m. |^B> + BD' + DC + CA' — BC + DA' + 4 FF,.', 
\BD' + DA' + AG' + CB' — AE' ■+ CD' + 4 EE,'. 
L. Euler: Hov. Comm. Petrop. I. (1750), S, 66. 
Addirt man endlich alle drei Gleichungen I., so kommt 
IV. AB' + BC + CD' + DA' + AC + DB' 

= 4 lEE,' + FF,' + GG,'). 
Gergonne; Ann. IL p. 310. 
Zusatz. Ist AB \\ CD, also ABCD ein Trapez, so wird 
FF, II AB II CD, FG \\ CD, F,a, \\ DC, also hegen die 4 Punkte 
F, F„ ff, G, auf einer Geraden und es int FF, = J <,AB + CD), 
GG, = i (-1B — CD), folglich (III.) 

AB' + BC + CD' + DA' = BD' + CA' + (AB — CD)' 
.: BC + DA' + 2 AB . CD = BD' + CA'. 

10. In einem Vierecke ABCD sind die 
Ecken und die Mitten der Seitenstrecken 
E, F, ff, H mit einem beliebigen Punkte 
verbunden. — Dann ist (5. Zus. 1.) 

OA' + OB' = 2 OE' + l ab; 
OB' + OC = 2 OF' + i BC, 
OC + OD' ^ 2 OG' + i CD', 
OD' + OA' ~2 OB' + i DA'; 
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.-. 4 {OA'-' + OB' + OC^ + ODO — 4 (OE'' + OF'^ + OG^ 
■}- OH^) = ÄB-' + BC-' + CD^ + D^^ 

Allgemein : 

Die Summe aus den Längenciuadraten der Sei- 
tenstreckeu eines necks ist viermal so gross wie die 
Summe aus den Längenquadraten der Abstände 
eines beliebigen Punktes von den Ecken vermindert 
um die Summe aus den Längenquadraten der Ab- 
stände desselben Punktes von den Mitten der Sei- 
tenstrecken. 

Produzioni mathematiche del Conte G. C. di Fagnano (Peaaro 17&0) 
Vol. IL 

Zusatz. Für ein Dreieck ABO, in welchem drei Ecklinien, 
die nach den Mitten der gegenüber liegenden Seitenstrecken 
gehen, einander in dem Schwerpunkte schneiden (§ 42 ; 6. Zus.), 
ergiebt sich aus dem vorstehenden Satze 

3 (OA^ -h OB'' ■+- OC^) = AB^ + BC^ ■+- CAK 

Die Summe aus den Längen qu ad raten der Seiten - 
strecken eines Dreiecks ist dreimal so gross wie die 
Summe aus den Längenquadraten der Abstände des 
Schwerpunktes von den Ecken. 

L, Kunze: Geometrie. 2. Anhang III. 

11. Die Diagonalen AC, BD des 
eingeschriebenen Vierecks ABCB schnei- 
den einander senkrecht in 0. — Durch 
den Mittelpunkt M des Kreises geht der 
Durchmesser AE. Dann ist 

^ AOB = n = ABB + GAB = ABB -h BBE 
.: ^. CAB = BBE; < EAB = DAC. 
.-. CB = BE; EB = BC 

A£^ = AB^ + BB' = AB^ + CB^\ ,. ., j,, 
AB' = AB^ + BE^ = BC^ + BA"] ^^ ' ' 
.-. 2 AE' = AB' -{- BC + CD^ + BAK 
Wenn in einem eingeschriebenen (einfachen oder 
überschlagenen) Vierecke die Diagonalen einander 
rechtwinklig schneiden, so ist die Summe aus den 
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Längenquadraten der vier Seitenstreclien dem dop- 
pelten Längenquadrate des Durchmessers gleich. 
Carnot: GÖom. de pos. 132. 
Zus. 1. Da AB^ = OA^-h 0B% und CZ>^= 0C^+ OX»^ 
ist etc. 

.-. AE^ = OA^ + OB^ + OC^ + OBK 
Wenn zwei Sehnen' oder Sekanten einander recht- 
winklig schneiden, so ist dieSuname aus den Längen- 
quadraten ihrer Abschnitte dem Längenquadrate 
des Durchmessers gleich. 
ArcHmedes; Lemmata. 11. 

Zus, 2. Es ist AC = AO + 0C\ BT) = liO + OB, 
.: AC^ = AO'' + 00^ ■\' 2. AO . 00, 
BB^ = BO^ + OB^ + 2 BO . OB; 
ferner (5; Zus. 2): 

AO . OC = BO . OB ^ AM^ — 0M\ 
.: AC^ + BB^ = 8 AM^ — 4 OMK 
L. N. M. Carnot: Geom. de pos. 134. 
Der Durchschnittspunkt der senkrechten Sehnen kann inner- 
halb oder ausserhalb des Kreises liegen. Die Differenz 8 AM^ 
— 4 OM^ ist im ersten Falle grösser, im zweiten kleiner als 
4 AMK 

12. Aus dem Endpunkte A des Durch- 
messers AB eines Kreises sind zwei belie- 
bige Sehnen AO, AB gezogen und mittels ^\ 
der Senkrechten CC\ BB' auf den Durch- 
messer projieii-t. Dann ist (§ 32; 8.) 

AO" = AC . JLB; AB^ = AB' . AB . 
.-. AC^ : AD^ = AC : AB'. 

Wenn man in einem Kreise eine jede von zwei 
Sehnen auf den durch ihren Endpunkt gehenden 
Durehmesser projicirt, so verhalten sich die Längen- 
quadrate der Sehnen wie ihre Projectionen. 
V. Viviani; De locis solidis secuiida div. geom. (Flor. 1701). 9. 
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13. Zwei Punkte C, D eines 
um M sind mit dem Mittel- 
punkte und mit 2 Punkten 0, P einer 
Geraden, die durch den Mittelpunkt 
geht, verbunden. 
OC'' . MP + PC^ . OM^ MC . OP + OM.MP. 0P\ 
OB^ . MP + POiä . OM = MI)^ . OP + OM.MP. OP] 
.'. OC^ . MP + PC^ : OM = OD^ . MP ■+- PI)^ . OM; 
(OC^ — Om) MP = (PC= — PD^) MO; 
MO _ OC^ ~ OB ^ 
MP PC^ — FBK 
Zusatz. Ist OM = JfP, so folgt aus dieser Gleichung : 
OC^ + PC^ = OB^ 4- PB\ 
Th. Simpson: Elem. of Geometry (1760) lU; 20. — Vgl. E. Simson: 
ApoUoniiis ebene Oerter, übers, von Camerer, S. 263 ff. 

14. Einem Kreise ist ein einfaches Yier- 
ßeek ABCB eingeschrieben. — Man schneide 
von A aus einen Bogen AE ^ CB auf der- 
I selben Seite der Diagonale AC ah und ziehe 
! Gerade BE, welche AC in sehneidet. 
- Dann ist -^ ABO = BBC und -^ ABB 
= OBC 
.: ABO ^ BBC, 
OBC ^ ABB; 
. AO : AB = BC: BB, 
OC : BC ^ AB: BB; 
AO . BB = AB . CD. 
OC . BB ^ BC . AB; 
; AC . SB = AB . CB + BC . AB. 
iKreise eingeschriebenen einfachen 
Vierecke ist das Längenprodukt der Diagonalen der 
Summe aus den Längenprodukten der gegenüber 
liegenden Seitenstrecken gleich. 

Dieser Satz heisst der „Ptolemäiscte Lehrsatz", weil Claudius 
Ptolemäus (in der ersten Hälfte des zweiten Jahrhunderts zu Alexandrieu 
in Aegjpten lebend) ilm in seinem Almagest (1; 9) anfuhrt. — Tgl. Möbius: 
Kreis^erwandtschaft § 26. ü. 

15. Sind a, b, c. i? die auf einander folgenden Seitenstrecken 




In dem eine 
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eines einfachen Sehnenvierecks, so können mit denselben ausser 
dem Viereck abcd noch die einfachen Sehnenvierecke abdc und 
acM construirt werden. Das Viereck abcd hat die von a, l und 
c, d überspannte Diagonale f, sowie die von d, a und S, c über- 
spannte y. In dem Vierecke abdc, welches aus ahdc durch Ver- 
tauschung der Strecken c und d hervorgeht, ist ausser der Diago- 
nale f die von c, a und b, d überspannte h vorhanden. Das 
Viereck acbd endlich hat g und h zu Diagonalen. (Setzt man in 
der Figur Nr. U ; AB = a, BC = b, CD = e, BA = d, so 
wird AG ^ f, BD = g, BE = h, AJ3CE = abdc). 
Es ist nun nach dem Ptolemäischen Lehrsatze: 
f.g = a.c + l.d 
f_]i = a.d + i.c 
g . h = a . b -i- c . d. 
j (a . d + b . c) = h (a . c -\- h . d); 
-I- ö_.^ {d . d_+ h . c), 

a . h -^ c . d 
^ c . d) {a ._c -\- h , d ), 
a . d -^ b . c 

_±l • 21 ( q - ^ + c ■ (?) 

a . c -\- b . d 
a etc. La Haye 1626. 



.: f {a.b -ir cd) = 

.- = <»■ 




A. Girard; Tables de s 
16. In dem hohlwinkligen Vierecke 
ABCD sei ^ DAO < BBC. — Be- 
schreibt man um das Dreieck BCD einen ^ 
Kreis, so liegt A ausserhalb desselben 
(§ 25 ; 9. Zus.). Bestimmt man nun einen 
Punkt B so, dass ^ EAD — CBD und 
^ AUE — BBC wird, und zieht EC, 
so ist A ABE ^ BBC, 

.: AB : BD =• EB : OB; < ABB — EBG; 
.: ABB ■^ BBC. 
.: AE : AB = SC : BB, 
AB : BB = EC : CB; 
.: AE . BD = BC . AD, 
EC . BB = AB . CB; 
.: (AJE + EC) BB = AB . CB + BC . AB . 
AE + EC> AC; 
.: AC . BB < AB . CB + BO . AJ>. 

KTDBe, aeometiie. 11 
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In einem hohlwinkiigen Vierecke, dessen Ecken 
nicht auf einem Kreise liegen, ist das Längenpro- 
dukt der Diagonalen kleiner als die Summe 'der 
Längenprodukte aus den gegenüber liegenden Sei- 
tenstrecken. 

Zusatz. Die Ecken eines hohlwinkligen Vierecks 
liegen auf einem Kreise, wenn das Längenprodukt 
seiner Diagonalen der Summe der Längenprodukte 
aus den gegenüber liegenden Seitenstrecken 
gleich ist. 

L. Kunze a. a. 0. § 165. 

§ ii- 

Die Aelinliclikeit der necke und Kreise. 

1. In den 
Vierecken ^BCB, 
ÄSC'B sei 

< ABC— ABC, 
^ BCD=S'C'D' 
und DA: ÄB = 
D'Ä' : ÄS. — 
Nun ist 
A BAB ^ BÄB (§ 42; 3); 
.•. ^ ABB — ABB' (§ 41; 4); 
::^ BSC— BBC; A BCB ^ BC'B (§ 42; 2: 
A ABC ^ A'BC. 
:. ABCB ^ A'BC'B (S 41 ; 1. Zus.). 
Zwei Vierecke sind ähnlich, wenn sie in drei 
Winkeln in gleicher Folge und dem Verhältnisse 
zweier Seitenstrecken, die gleiche Winkel ein- 
schliessen, übereinstimmen. 

2. In den Vierecken ABCB, A'BC'B sei < BAB — 
B'A'B, < ABC = A'BC, BA \ AB = SA' : AS und 
AB : BC ~ MB : SC. — Nun ist 

A BAB u~, BAS; 
.: ^ BBC = BBC; BB \ BC — SB : SC; 
.: SCD ^ BCB, 
ABCB ^ A'BC'B. 
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Zwei Vierecke sind ähnlich, wenn sie in den 
beiden einer Seitenstreclie anliegenden Winkeln 
und den Verhältnissen der sie einschliessenden Sei- 
tenstrecken übereinstimmen. 

3. Wenn in den Vierecken ÄBCX), A'JS'C'D' ist AS : J'B' 
= BC : SC -= CD : CD' = DA : D'A' und ^ ABC = ABC 
— so ist 

A ABC '^ AB'C: .: A CDA ^ C'BÄ. 
ABCD ^ A'B'CD'. 
Zwei Vierecke sind ähnlich, wenn sie in den Ver- 
hältnissen ihrer Seitenstrecken in gleicher Folge, 
und einem von proportionirten Seitenstrecken ge- 
bildeten Winkel übereinstimmen. 

4. In den Vierecken ^iBCD, A'B'CD' sei 

AB : AB' = AC : ÄC = BC : B'C = CD : CD' = DA : D'A!. 
Nun ist (§ 42; 1) 

ABC ^ a:b'C\ adg ^ a:d'c'; 

.: ABCD ^ A'B'CB (3). 
Zwei Vierecke sind ähnlieh, wenn ihre Seiten- 
Strecken und eine Diagonale in gleicher Folge pro- 
portionirt sind. 

Anmerk. Zur Bestimmung der Aehnlichkeit zweier Vierecke sind hier- 
nach nothwendig und ausreicteDd ; 

1. drei Winkel und ein Slreckenverhällniss ; 

2. zwei "Winkel und zwei Strecken Verhältnisse; 

3. ein Winkel und drei Streckenverhältnisse; 

4. vier StreckenverhältnisBe. 

5. Ein weck lässt' sich durch Diagonalen in m-2 Dreiecke 
zerlegen (§ 9; 4). Zwei »ecke zerfallen durch eine solche Zer- 
legung mittels entsprechender Strecken in w — 2 Dreieckspaare. 
Sind diese Dreieckspaare der Reihe nach ähnlich, so sind auch 
die wecke ähnlich (§ 41; 1. Zus.). Da nun die Aehnlichkeit 
zweier Dreiecke von der Gleichheit zweier Bestimmungsstücke 
(Winkel und Streckenverhältnisse) abhängt, so ist zur Bestimmung 
der Aehnlichkeit zwei|er necke die Uebereinstim- 
mung derselben in 2 {n — 2) = 2 w — 4 Bestimmungs- 
stüeken erforderlich, unter denen sich höchstens 
n — 1 «eckswinkel, also mindestens n — 3 Strecken- 
Verhältnisse befinden. 

11* 
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Zusatz. Regelmässige necke sind ähnlich, wenn sie in der 
Anzahl der Ecken und in ihren Winkeln übereinstimmen, 

6. Es seien die «ecke ABCB . . G und ÄBCD' . .JS' 
ähnlich, — Nun ist {§ 41; ö): 

AB : Ä-B' — HO : SC — CB : C'B =....= GÄ : G'Ä. 
. AB_ _ AB + BC + CD + . . + GA 
■• A'B ^ ÄS+ SC' + CD''+ . . +"ff2'. 

Zerlegt man die ähnlichen «ecke durch entsprechende Diago- 
nalen in ähnliche Dreiecke, z.B. GAB ^ ff A'B, GBC^G'BC, 

OCB ^JfC'B . . , so ist (§ 4 2; 5) 

GAB iGZB ~~ AB' : AB': GBO : ffBff — BC : BC" . . 

GAB + GBO + OCD + . . _ AB' BC _ 



' ■ G'A'ir + &B'C + G'C'I)' -f . . X-ß'* B'C 




ÄWT) ': .'G : Ä'WäWTTä- = AB^ : ^'B'^ 


ABCD . . G: Ä'B'C'iy . . G' = (AB + BC + CD + . . 


+ GAy : (AB' + BC + . . + GA^. 




Die Flächen ähnlicher necke verhalten 


sich wie 


die Längenquadrate ihrer Umfange oder 


je zweier 


entsprechender Strecken. 




Eukl. YI; 20. 






7. Um 


J^-'^r—-^ 


die Punkte 


y'^^^^^-Ir^'**^— ^ 


M und M' 


/ V^^^tr?^^-:^,.^ 


als Mittel- 


punkte 




seienKreise 




Halbmes- 
sern rund Q 
beschrie- 
ben. — Man 
ziehe durch M und M' zwei 
parallele Durchmesser BC || B'C'. 
Die Radien MB und M'B haben 
entweder gleiche , oder entge- 
•^ gengesetzte Richtung. 
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Wird nun die Centrale MM' Yon BB' in A geschnitten, so 
muss auch CG' durch A gehen, weil 

AM : AM" = X : q = MB : M'B" = MC : MC 
und MB U MB", MO || M'C ist (§ 32; 8). 

Ist D der zweite Durchschnitt der Geraden AB und des 
Kreises vun M, und zieht man aus M' nach AI) die Gerade 
M'iy II MD, so ist 

^1/ : AM' = r : Q = MD : M'D' = r : M'D'; 

.: Q = M'D'. 
D' liegt also auf dem Kreise um M'. Schneidet nun eine 
durch A gehende Gerade den Kreis um ilf in B und F, und zieht 
man nach dieser Geraden M'B' |] ME und M'F' \\ MF, so 
liegen E' und F' auf dem Kreise um M. — Zieht man aus A 
eine Tangente an den Kreis M, welche ihn in T berührt, und 
fällt aus M' die Senkrechte M'T' auf AT, so ist 

AM : AM' = r : e = Mr : M'T' = r : M'T'; 
.-. M'T' = Q. 
Der Kreis M' wird demnach von AT in M berührt. 
A ist der äussere oder innere Äehnlichkeitspunkt 
der Kreise um M und M'; denn man hat AB : AB' = AE : AE' 
= r : e; .-. BE \\ B'E' (§ 41; I. 3). 

Mit den vereinigten Mittelpunkten zweier coneentrischer Kreise 
fallen auch die beiden Aehnlichkeitspunkte zusammen. 

Zwei Kreise mit gesonderten Mittelpunkten 
haben einen äusseren und einen inneren Äehnlich- 
keitspunkt. 

Zusatz. Die Schenkel gleicher Centriwinkel schliessen 
ähnliche Flächen und ähnliche Bogen ein. 

P. Herigone: Cutbus mathematicuB I. (1644), p. 325. — E. Simson: 
ApoUonJus ebene Oerter, wieder hergestellt S. 37—40 der Uebersetzung von 
Camerer. — J. SteiEer; Crelle's J. I. (1826), S. 169 ff. 

In den Kreisen um M und M' seien die parallelen 
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166 Aehnlichkeit. g 44. 

Durehmesser SC und B'C gezogen, BC gehe durch den in- 
neren Aehnliehkeitspunkt J, CC' durch den äusseren 
A. Auf MC liege der Punlrt L so, dass LC \\ MM' ist. End- 
lich sei MC = r, MC = ?, JMf' = (J. - Nun ist 
AMC ^ AM'Ü ^ CLC; 
.: AM : MC = C'L : LC, oder AM : r = i : (r — q); 
AM' : M'C = CL : LC, oder AM' : g = d : (r - e). 
JMS •^ JM'C •^ C'LB; 
.: JM : MB=, C'L : LB, oder JM : r = d : (r + a); 
JM' : MC = C'L : LB, oder JM' ; f — ci : {(■ -H e). 



AM 


= ,- 


dr 

— e' 


AM' = 


r — q 


JM 


-- 


dr 


JM' - 


_ d9 




+ e' 


r + e 


IM: 


AM' 


= MJ 


: JM' 


^ r : Q. 



Die vier Punkte A, W, J, M sind harmonisch, und 
Kwai' Ä und J, sowie iU" und M", einander zugeordnet {§ 40). 
Aus den vorstehenden Gleichungen folgt: 

I. Wenn ä ^ r -\- q ist, die Kreise einander also von 
aussen berühren (§ 30; 2. L), so wird 

JM = r, JM' = Q. 
Wenn zwei Kreise einander von aussen berüh- 
ren, so fällt ihr innerer Aehnliehkeitspunkt mit dem 
Berührungspunkte zusammen. 
PappoB VII; 102. 104. 110. 

II. Wenn d = r — q ist , die Kreise einander also von 
innen berühren (§ 30; 2. IL), so wird 

AM = r, AM' = Q. 

Wenn zwei Kreise einander von innen berühren. 
so fällt ihr äusserer Aehnliehkeitspunkt mit dem 
Berührungspunkte zusammen. 

Poppos VE; 106. 

Zusatz. Jeder Aehnliehkeitspunkt liegt zugleich ausserhalb 
oder innerhalb beider Kreise, 
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Aehnlichkeit. § 44. 167 

9. In dem Dreiecke A^C 
schneiden einander die aus den 
Ecken nach den Mitten der ge- 
genüber liegenden Seltenstrecken 
gehenden Gei-aden AA\ BS', CC -^j^ 
in (§ 42 ; 6). Die Mittelpunkte 
der Kreise, welche den Di'eiecken 
ABC und Äße umgeschrieben 
sind (24; 9), seien M und W. 
Die drei Hohen des Dreiecks, AI), 
BE, CF schneiden einander in iV 
(g 30; 7). — Nun ist der innere Aehnliehkeitspunkt der bei- 
den Dreiecke ABC und Ä'BC\ und 
AO : ÄO ^ BO : BO ^ CO : CO ^ 2 : \ (§ 42; 6. II.). 

Die Geraden AA!, BB', CC sind mithin auch Aehnlichkeits- 
strahlen der den Dreiecken ABC und A'B'C umgeschriebenen 
Kreise mit den Mittelpunkten M und M'. Die Punkte M, 0, M' 
befinden sich also auf einer Geraden, welche der innere Aehnlieh- 
keitspunkt der beiden Kreise so theilt, dass 
OM : OM' = 2 : 1. 

Die Punkte M und.?/ sind, als die Durchschnitte der Höhen 

in den Dreiecken ABC und ABC, entsprechende Punkte, sie 

liegen daher auf einem Aehnlichkeitsstrahle, und es ist 

NO : MO = 2. : \\ 

.: MM' = M'N; 

.-. MO : OM : M'M : NM =1:2:3:6. 

Fällt man aus M' eine Senkrechte M'F auf AC so ist, weil 
NE II MB' und NM = M'M: 

EP = PB' ; 
.-. MBP ^ M'EP; MB = M'E. 

Der Kreis um A'BC ist also auch dem Dreiecke DEF umge- 
schrieben. 

In jedem Dreiecke Hegen auf einer Geraden fol- 
gende vier Punkte: der Schwerpunkt, der Mittel- 
punkt des umgeschriebenen Kreises, der Durch- 
schnitt der Höhen und der Mittelpunkt des Kreises, 
welcher durch die Fusspunkte der Höhen und die 
Mittelpunkte der Seitenstrecken geht. 
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168 Aehnlichkeit. § 44. 

L. Euler: Novi Comm. Petrop. T. 11. — K 
linigeB Dreieck (Nürnberg 1 
Constrnclionea {Berlin 




, W. Feuerbach: Gerad- 
— J. Steinert Geoniotr. 



10. Ueber den Seitenstreeken BC, 
CA, AB des bei C rechtwinkligen Drei- 
ecks ABC seien ähnliche Gebilde mit 
den Flächen e, f, g so verzeichnet, dass 
die Seitenstrecken des Dreiecks ent- 
sprechende Strecken derselben sind, — 
Nun ist (6.) 
l-.J:'^ = BC^ : CA^ : AB\ 
Fällt man aus G auf AS die Senkrechte CD, so ist (§ 42 ; 8) 

BGB ^ CAD ^ BAC. 

.'. BCD : CAD : BAC^= BC^^. CA^ : AB'; 

... e : f^ = BCD : CAD : BAC . 

BCD +CäD_^ BCA\ 

.-.e + f^g. 

Wenn die Seitenstrecken eines rechtwinkligen 

Dreiecks entsprechende Strecken ähnlicher Gebilde 

sind, so ist die Summe der Flächen derselben über 

der Fläche über der Hypotenuse 



11. Ueber den Seitenstrecken 
des bei C rechtwinkligen Dreiecks 
ABC seien drei Halbkreise beschrie- 
ben, die den Punkt C gemein haben 
und durch AGFB, AEG und GDB 
bezeichnet werden. — Da die Halb- 
kreise ähnhche Ge bilde sind (V.Zus.), so ist (10.) 
AGFB = AW + ÜDB. 
Subti'ahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung die ge- 
meinschaftlichen Flächen A GC und GFB. so ergiebt sich 
ÄDG = BDGF + CEAG. 
Nennt man einen aus zwei Kreisbogen bestehenden Linienzug 
einen Mond (jirjvia'nog, lunula), so kann man die letzte Gleichung 
wörtlich so ausdrücken: 

Die Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
der Summe der beiden Mondflächen gleich, welche 
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Äcliiilichkeit. § 45. 169 

durch die über den Seiteiistreeken beschriebenen 
Halbkreise ausserhalb des Dreiecks gebildet 
werden. 

B. Lamy: iElcmens de g^om. (1695). IV; 177. 
Zusatz. Ist das rechtwinklige Dreieck ÄSC gleichschenklig, 
also BC = äC, und man fällt aus C auf J_B die Senkrechte 
CH, so kann man E als den Mittelpunkt eines Quadrats be- 
trachten, dessen zwei Seitenstrecken SC und CA sind , und man 
erhält den Satz: 

Die vier Moudflächen, welche von dem einem 
Quadrate umgeschriebenen Kreise und den nach 
aussen über den Seitenstrecken beschriebenen Halb- 
kreisen gebildet werden, sind der Fläche des Quad- 
rats gleich. 

Hippokrates von.Chios (.um 430 vor Chr) ist nacli dem Bericht« des 
Simplikioa (Comment in ootD \nst phys läse hhros Venetiis 1526] der 
Entdecker dieses Satzes : C 4. Bretsdin eider Geometne ete. vor Euklides 
(Leipzig 1870) 8. 100 fl. 

12, Ueber einei btie(,ke iE 
wie über ihren beiden Theilen AC, CB 
seien Halbkreise beschrieben, und es 
treffe die im Theiiungspunkte G auf 
AB errichtete Senkrechte den Halb- 
kreis über AB in J). — Nun ist -ä 

CB'' = AC . CB (§ 42; 
AB^ ^ {AC -f- CBy = AC^ + Cßä -[- 2 . CD^ 

••■ CB^_= ^ {AB' —_{äC^ + CB% 
Sind {AB), {AC), {CB), (CD) die Flächen der Kreise 
mit den Durchmessern AB, AC, CB, CD, so ist 

{CD) = i (iÄB) - TCIC) + (äß)]). 
Die von den drei Halbkreisen begrenzte, Fläche, welche 
Archimedes Arbelos nennt, ist der Fläche eines Kreises gleich, 
dessen Durchmesser CD ist, 
Archimedes, lemiaa 4. 

§ «. 

Aehnliclic Gebilde in schiel'er La^e. 
1, Zwei ähnliche Punktreihen ABCD . ., ASG'D' . . 
schneiden einander in dem Punkte CD'. — Es sind zu- 
erst die näheren entsprechenden Punkte G- und G' , dann 
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die entfernteren J und J' 
zu bestimmen , deren Ab- 
stände von dem Dui-chsehnitte 
C der Punktreihen einander 
gleich sind: GQ = GC und 
JG = rc (§ 40). Dann 
beschreibt man über den ent- 
sprechenden Strecken GJ 
und GJ" als Durchmesser 
zwei Kreise, deren Durch- 
schnitte die Punkte und 
P sind, und von denen 
der Durchschnitt der Situationsaxen ist (§ 40). Nun ist 
^ GPJ = G'P.r = 90"; ^ GJP ^ GOP = G'J'P; 
/. ^ PJA = PJ-A'\ < PJB -= PJ'-B ; 
;. PJG i^ FJ'G' {§ 42; 2.); PX4 ^ PJ'^'; PJB ^ PJ'P' 
PAP ^ PA'S"; 
.: < GPG' = JGr = JPJ' = APA' = PP.F'. 
Der Punkt Pliegt also (§ 25; 10) auf jedem Kreise, welcher 
durch zwei enteprechende Punkte und durch den Durchschnitt der 
Punktreihen geht. 

Ferner folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke 
PA : PA- = PS : PP = PJ-.Pr = PG : PQ' \ 

.: A PAÄ ^ PPS un JPJ' ^ GPa\ 
Es ist ferner 

^ OGJ= OG'-T; .-. A OGJ^ OG'J' (§ 42; 2); 
.-. A OJA ^ OJ'A!; OJP ^ OJ B ; GAB ^ OÄB'; 
.: OA : OÄ = OJ : OX = OB : OB = AB : ÄB\ 
Werden nun die Situationsaxen GG' und JJ von AÄ in 
L und L', von BB' in M und Jl/' geschnitten, so ist (§ 40): 
JA : J'Ä = AB : AB ^ AP : LA = L'A : L'J' = 
= BM : MS' = M'B : M'B. 
Die Winkel ^0^', 50P' u. s. w. werden also durch die 
Axe GG', ihre Nebenwinkel durch die Axe JJ' halbirt. Hinge- 
gen werden die Winkel APA\ JPJ, SPS' u. s. w. durch die 
Geraden PL, PO, PM, ihre Nebenwinkel durch PL' u. s. w. 
halbirt {§ 43; 6). 

Nennt man nun einen Punkt, welcher — wie und P — mit 
den Endpunkten je zweier entsprechender Strecken ähnlicher 
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Gebilde in schiefer Lage als selbstentsprechender Punkt ähnliche 
Dreiecke bildet, einen Situationspunkt dieser Gebilde, und 
bezeichnet ihn als gleichwendig oder gegenwendig, je 
nachdem die ähnlichen Dreiecke es sind : so lässt sich das Wesent- 
lichste der vorhergehenden Entwicklung so zusammenfassen: 

Zwei ähnliche Punktreihen in schiefer Lage 
haben einen gleich wendigen und einen gegenwen- 
digen Situationspunkt, die Durchschnitte der Kreise, 
welche über den von den Situationsaxen auf jeder 
Punktreihe begrenzten Strecken beschrieben werden. 

Zusatz. Da der Punkt P in den ähnlichen Dreiecken PAA', 
PBB, PJJ', JPGQ' u. s. w. sich selbst entspricht, so kann man 
die beiden Punktreihen durch eine Drehung der einen gleich 
APA' = BPB = GPQ' um den gleichwendigen Situa- 
tionspunkt Pso in perspectivische Lage bringen, dass P zum 
äusseren Aehnlichkeitspunkte wird. Durch eine Drehung 
gleich GCG' = 180"— AFÄ lässt sich P zum inneren Aehn- 
lichkeitspunkte der Punktreihen machen. 



2. Es seien ABCD . . , A'B'G'D' . . 
zwei ähnhche und gleichwendige «ecke in 
schiefer Lage. — Ist P der gleiehwendige 
Situationspunkt der entsprechenden Strecken g 
ABuTidA'B, mithin (1.) APAB'^PÄB", 
80 ergiebt sich sofort: 



PBC ^ PBV; PCD ^ PC'D; .". . 

P ist deninacli der gleichwendige Situationspunkt aller entsi)re- 
chenden Strecken. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt 
weiter 

^ APA' ^ BPB' -^ CPC' ^ DPI)' . . 

Die beiden wecke gelangen also in pei-spectivische Lage, wenn 
man das eine um P gleich APA! oder dem Betrage seines Neben- 
winkels so dreht, dass die entsprechenden Strecken PA und PÄ 
auf einander fallen. 

Zwei ähnliche und gl eich wendige necke in schie- 
fer Lage haben einen gleichwendigen Sitnations- 
p u n k t. 
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Aehnlichkeit. 



Zusatz. Treffen die Geraden AS und AB' in S zusammen, 
so gehen die Kreise SAJ! iind SBS' durch P {!.). Aus dem- 
selben Grunde schneiden einander diejenigen Kreise im Situations- 
punkte P, welche durch den Durchschnitt von BC und BC, 
sowie durch B und B , C und C gehen. Allgemein ; 

In zwei schiefliegenden ähnlichen und gleich wen- 
digen wecken schneiden einander alle Kreise im 
Situationspunkte, welche durch zwei entsprechende 
Punkte und den Durchschnitt der entsprechenden 
Geraden gehen, auf denen jene Punkte liegen. 

3. Es seien ABCD . ., 
ÄB'C'I)' . . zwei ähnliche und 
gegenwendige necke in schiefer 
Lage. — Ist der gegenwendige 
Situationspunkt der entsprechen- 
den Strecken AB und ÄB\ mit- 
hin (1.) A OAB ^ OÄB\ so er- 
giebt sich sofort 

OBC ^ OBC ; OCB ^ OC'B' . , . 
ist demnach der gegenwendige Situationspunkt aller entspre- 
chenden Strecken. 

Von den beiden Situationsaxen der Strecken AB und ÄB\ 
die einander in senkrecht schneiden {§ 40), sei GG' die 
innere, JJ die äussere. Dreht man nun gleich 180" das eine 
neck, etwa ÄB'C . . 

I, um die innere Situationsaxe GG' als Drehungsaxe, so wird 
zum äusseren Aehnlichkeitspunkte der beiden wecke; 

n. um die äussere Situationsaxe JJ" als Drehungsaxe, so wird 
zum inneren Aehnlichkeitspunkte der wecke ABCD . . und 
ÄBCD' . . 

Zwei ähnliche und gegenwendige wecke in schiefer 
Lage haben einen gegenwendigen Situationspunkt, 
welcher nach einer halben Umdrehung des einen 
wecks um die innere oder älissere Situationsaxe zum 
äusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkte dersel- 
ben wird. 
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Der Zusnmmenliaii^ zwischen dem Radius eines Kreises, den Um- 

t^ugen der ihm elu- und umg'eseliriebenen regulären Yieleclie und 

dem Kreise selbst. 



1. In dem Kreise um 0, dessen 
Eadius r ist, seien die Sehnen AB 
= BC ^ r. — Bann sind die Drei- 
ecke AOB und BOC regelmässig, mit- 
hin ^ AOB = BOC = i B. 



Die Sehnen AB, BC bilden also Seitenstrecken eines einge- 
schriebenen regelmässigen Sechsecks, dessen Umfang Qr beträgt. 

Der Umfang eines eingeschriebenen regelmässigen 
Sechsecks istdreimal so gross, wie der Durchmesser 
des Kreises. 

2, Das Viereck OABC ist ein Rhombus, seine Diagonale 
OB ein Radius, die Diagonale AC eine Seitenstrecke des einge- 
schriebenen regulären Dreiecks; OB und AC halbiren einander 
also senkrecht (§ 21; 2. 6). Daher ist 




Oder (^)' = r'- (j)' 



Das Längenquadrat der Seitenstrecke eines 
regulären eingeschriebenen Dreiecks ist dem drei- 
fachen Längenquadrate des Radius gleich. 
Eukl. Xm; 12. 
Zusatz. Der Umfang des regulären eingeschriebenen Drei- 
ecks ist 3r y3. 

3, Zieht man nach den Endpunkten der Seitenstrecte a 
eines eingeschriebenen Quadrats Radien, so ergiebt sich: 
a* = 2 r^. 
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Aeinlichiceit, § 46. 

4. In dem Kreise um M, dessen Kadius 
st, seien die Sehnen AB, BC die Seiten- 
i" strecken eines regelmässigen eingeschriebenen 
lOecks und Secks; die Sehne AC werde von 
dem Radius MB in B geschnitten. — Da also 
< .1MB = I Ü, ^ BMC = I B, 
:, < MAC = MCA = CAM = t -E. 
^ ABB = BBA = MDC = i B; 
.: AB = AD ^ MB und 
MB= MC = CB = r. 

A MAB -^ yJLeD; 
.-. AB : MA = BB : AB; 
.: BB': BM = DM : BM. 
BM = AB ist also der grössere Abschnitt des stetig getheilten 
Radius. 

Der grössere Abschnitt eines stetig getheilten 
Kreisradius ist der Seitenstrecke des eingeschrie- 
benen regelmässigen Zehnecks gleich. 

Pappos: Math, collect. V; 47. — Eukl. IV; 10. 

Zus. 1. Es ist (§ 42; 13. Zus. 1. 2) die Seitenstreeke des 
Zehnecks 

^ - j (ys - 1). 

Zus. 2. Es ist A ABB ^ CMD 

.; BB : BM — AD : BC. 
Addirt man 1 zu dieser Gleichung, so ergiebt sicli : 
BM : BM — AC : BC, 
.: AB: BC — BC: AC. 
Die Sehne AC ist also auch stetig gethejit. 
5. In der Figur unter Nr. 4 ist (§ 43; 5, Zus. 2) 
BC« — BC = MB.BB; AM' - AD' = MB . MB; 

.: BC — AB' = MB'; BC = AB' + r' = r^ P "2'^^ )- 
Das Längenquadrat der Seitenstrecke des regu- 
lären eingeschriebenen FtlnfecliS ist der Summe 
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aus den Läiigenquadraten der Seitenstrecke des 
Sechsecks und Zehneeks gleich. 
Eukl. XIU; 10. 

Zus. 1. In dem Kreise um sei AB ein Durchmesser, (7 die 
Mitte von OA, der Radius OD J. AB, CE = CD. 
.-. CZ)2 = Ci'ä = ^- 0E = 



- ^ (>/5-l), 



DE* 



'C-^/^y 



6. In den folgenden allgemeineren Entwicklungen sei 
s„ eine Seitenstrecke, e„ = «.s„ der Umfang des regul. Sehnen- 



, e^n =2m.S2„ „ 


« >t ^ n 




Snecks u. s. w.; 


,M„ =nJ,. „ 


„ „ regul. Tangen- 




ten -necks, 


,w,„=2».(,., „ 


„ „ „ Tangenteu- 




2 «ecks H. s. w. 




(.,. 



In dem Kreise um seien die 
Bogen AB = ifCiileiner als ein Quadrant, 
ÄC=CD, die Selinen AB— BC=s,.. 
mithin ÄO=-CD = s„, AD = ». . — 
Zielit man die Durelimesser AE = SF 
— d = 2r, so ist in dem Vierecke 
AJSCF, da AF— OF = BE: 

I. d . AC = i AB . BE; 
und in dem Viereclie BGBF 

d . CE — BF . CF ~ BC - 
n. Ä . C£ = <i> 2 AB' =. li« 
.-. Ä . AB = 2 AC . CE (I.) 
Das Produltt der beiden letzten Gleicliungen ist 
ii> . AB = 2 AC (i' — 2 AB'), 
oder ffl. (i< . s. = 2 s„ (# - 2 s'j,)- 

Multiplieirt man diese Gleichung mit H, so ergiebt sich 
d'^ e„ = Ca« (d' — 2 s'4h); 
IV. .-. 8 »' . <i< (e„ — «,) = e.. «V- 



. SB» ~ AB' 
— 2 »»„. 
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7. In dem Kreise um MseiAB^ s„; 
der Winkel AMB werde durch den Halb- 
messer MO halbirt und dieser zum Durch- 
messer CE ergänzt, welcher AB in J) 
schneidet. In C sei eine Tangente an den 
Kreis gelegt, welche MA und 3IB in F und 
G trifft. Die Halbiningslinien der Winkel 
AMC und CMB sehneiden FG in if und J. 
Dann ist AC = s^,,, t^ = FG, t,,, = BJ. 
MD sei durch g bezeichnet. 
AD' = AM^ — MD'; .: s,. ^ 2 Vr^^^"^; 
e„ = 2 w V)-^ — e^. 

2 »■ yrä"^~(r^ 




1^(7:^1) = 



. i» 



u. 


J.CI1 - 2 r . 


CZI = 2r (r~ e); .-.8,.= 








y2 »- (r- 


-s); 


m. 

MF 


MO— FE: 

>■ + e t, 
Q t„ 

"" = 
M„ : c„ 


= 2 » y2 r (c - j). 
= MA : MB; .: MF . s - 
HC; .: (MF + MO) : MC = 


= FC; HC; 




' *"• = ?Tc °" F+"s ''''' ~ 


- e*; 




W. 
V. 


--^ Vrii — e*= inr |/- 
= r : s - JlGi- : r (I. II.). 


+ s 




VI. 
VII. 


«., : «„ 
Mail : e> 


= (r + S) : 2 « (II. IV.) 
= 2r:(r + c) (I. IV.). 






Zusatz. Für u 


= 3 ist s = ^ (2.)i .-. «, : 


e, =4 


: 3. 


8. 


Aus Nr. 7; I 


III. IV. folgt 






D 

as g 


er Umfang e 
eometrische 


ines regulären Sehnen- 
Mittel zwischen den Um 


2wccks 
fangen 


ist 
des 



da 

Sehnen-»ecks und des Tangenten-2weck8. 
Chr. Huygtens: De circuli magnitudine inr. (1654) prop. 13. 
9. Addirt man 1 zu der Gleichung «„ : e„ = r : g (7; V.) 
und dividirt dann durch 2, so ergiebt sieh : 
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^" Mh + e„ ' Mj„ ^ Ve„ Mn ^* 

Wäll ist demnach das harmonische Mittel zwischen m„ und e„. 

Der Umfang eines umgeschriebenen regulären 
2wecks ist das harmonische Mittel zwischen den Um- 
fangen des umgeschriebenen und des eingeschrie- 
benen wecks. 

J. Gregory: Exercitationes geometricae {Lond. 16ö8) prop, 5. 

10. Bezeichnet a das arithmetische, g das geometrische, 
k das harmonische Mittel zwischen p und q, so ist 

„_£J+J, „ = Vi;. k = llL 

I. 

Da (p + g}^ — (p — <iy = '1 pa ist, so hat man (p + qy 

> 4 M' 

11. .-. f-±-l > y^ oder o > <,; 
III. .-. h <g. (I.) 

Nun ist e\,. = e. a„. (8.) 

.: ^,.> ^-^- m-, 

e„ + «2« 
. „ _ e < _2_ejL3: _ ^ ^ '^" (9) 

2 e„ Mg„ 4 e ^, w» 4 e» »» 

e„ 4- «a« "^ e^„ -i~ e« M„ + 2 e„ tt„ ~ e„ + 3 M,, ' 
^ 2 e„ M^n — 2 e^ B ««_ 

•■■ "^" ^ ^« < (e„ -i- «;) (^;h^3 »;) 

_2_e„_M„ (m« — e«) 
(e« -t-'w») fe+ 3m„)' 
Weil aber c„ + 3 w„ > 2 (e« + m«) imd {e.> -H m,,)^ 

> 4 e„ M„ ist (II.), 

.-. «s« — ßä« < 7;^ir~T2 ("« ~ e«); Ma« — ^a» < i K - e,,)- 
Der Unterschied zwischen den Umfangen des 
um- und des eingeschriebenen regulären Swecks ist 
kleiner als der vierte Theil des Unterschiedes zwi- 
schen den Umfangen des um- und des eingeschrie- 
benen wecks. 

Kruse, Ge^mettte. 12 
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Crelle'ä Journ. XIV. (183S). Der Beweis nach Fr. Bartholom&i: 
Plan. (1851),* S. '^ü. 

11. Aus der Gleichung %„ : e^n = Cg,, : e„ (8.) folgt; 

%.. — eg„ _ ^ 

Nun ist e^n ■ e,, = V^ : Vr +~e (7.); .•- e^,. > e„; 

Der Unterschied zwischen denümfängen des um- 
und eingeschriebenen 2necks ist grösser als der 
Unterschied zwischen den Umfangen des einge- 
schriebenen 2nects und Mecks. 

12. Setzt man in Nr. 6. IV. überall 2n an die Stelle von w, 
so hat man S2n^.d^ (e^^ — eg„) = e^n-e^n', 

627. — e„ e,„ . ejv, 

.•■ ei„ ~ ßan > i (ea„ — e„). 
Der Unterschied zwischen den Umfangen des 
eingeschriebeneu regulären iwecks und 2neek8 ist 
grösser als der vierte Theil des Unterschieds zwi- 
schen den Umfangen des 2rtecks und wecks. 

13. Da die Kreislinie h grösser ist als jedes ihr eingeschrie- 
bene Vieleck, so hat man folgende Gleichung: 

I. h =e,i -t (ea„ — e«) + (e^^ ~- e^») + {e^„ - 64«) -!-.-■ 
Die rechte Seite derselben stellt eine unendliche Keihe dar, 
in welcher (10. 11.) Cg» — e„ < Wg« — e^„ < j- (m„ — e„), 



.•./.<..+Q+i,+ l,+ L + ...)(«.-.); 

II. h <^ e„ + ,r (m« — e„), oder ^ <^ ^c c„ -\- ^ m„. 

Die Kreislinie ist kleiner als zweidrittel des 
Umfanges vom ei ngesch riebe neu nebst eindrittel 
des Umfanges vom umgeschriebenen regelmässigen' 
«ecke. 

Da aber aucb (12.) e^„ — e^,, > j {e^,, — ''„), 



y Google 



AehnKchkeit. § 46. 179 

Ca« — Hn > j (ci,. - e^,,) > j-, (eg,. — e„) . . . ist, 
so ergiebt sich aus I,: 

in. li > e,„ + ^ {es„ - e«). 

Die Kreislinie ist grösser als der Umfang eines 
eingeschriebenen 2Keck8 nebst eindrittel des Ueber- 
sehusses vom Umfange dieses Vielecks über den des 
eingeschriebenen wecks. 

Beide Sätze (11. IIL) leitet Huyghens (De circ. magn. prop. 7 u, 9) aus 
Inhaltsberechnungen ab. 

14. Mittels der vorstehenden Sätze lässt sich nun das Ver- 
hältniss der Kreislinie /c zum Durchmesser d, welebes durch sr 
bezeichnet wird, mit beliebiger Genauigkeit berechnen. 

Die erste genauere Bestimmung der Zahl n verdanken wir Arctimedes 
aus Syrakus {287 — 212 v. Chr.). Im dritten Satze seiner „Kreis messung" 
(xiijtiou /ic'ipTjifc;) zeigt er durch Berechnung der Umfange des umgeschriebe- 
nen und eingeschriebenen 96 ecks , dass n grösser als iJff und kleiner 
als 31 sei, 

Folgen wir Archimedes, so erhalten wir 63 = ^.-^ V^ (2.) 
. 2 y3 = 3,. 4641 0162 (8.) 
. 3, 2153 9031 
. 3, 1596 5994 
. 3, 1460 8622 
. 3, 1427 1460. 
Nach Nr. 13 ist nun Ä > egg -|- -^ {e^e — ^is) "i"! ^ < ^so 
+ i («96 — %6)i oder 
l>'6, 1415 9253 . d xmi k < % 1415 9283 . d. 
Hiermit stimmt in den 6 ersten Decimalstellen der angenäherte Werth för 
7t, 355 : 113, überein, welchen Adriaan Anthoniszoon, Bürgermeister von 
Alkmaar {im 16. Jahrhundert n. Chr.) zuerst fand. 

Ludolph van Ceulen (gehören in Hildesheim 1539, gestorben in Leydeu 
1610), berechnete zuerst (1586) die Zahl jt bis auf 20, später bis auf 35 Deci- 
malstellen. 

Hiemach ist n- = 3, 1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 288. 
Die Länge des Kreises, ft = 2 »• ?f, lässt sich demnach mit 
beliebiger Genauigkeit berechnen.. 

Zusatz. Bis auf 20 Decimalstellen ist - — 0, 3183 0988 
0183 7906 7154. 



e. =d 


3 (1.) 


Ug = d 


ei2 = d 


3, 1068 2864 


u„ = d 


e„ = ä 


8, 1326 2861 


%, = <i 


et, = <i 


3, 1393 6020 


«ig = ä 


e„ = ä 


3, 1410 3195 


«96 = ä 
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15. Der Kreisbogen, welcher dem Halbmesser gleich ist, 

liegt einem Centriwinkel von ^— = 57, 2957 7951 3082" = 57» 

17'44,806" = 206264, 806" gegenüber. Nimmt man diesen Win- 
kel zur Winkeleinheit, so "wird 

3600 = 2?r; 180" = ?r; 90" = ^ etc. 




Der Zusamnieulmu^ z^visclieu Unifiing und riüclieiiinlialt der Gebilde, 

1. Es sei 

M der Mittel- 
punkt des 
Kreises , wel- 
cher die Sei- 
tenstrecken 
des Dreiecks 

ASO von 
innen berührt, 

und zwar AB in D, BC In E; N der Mittelpunkt des Kreises, 
welcher BC von aussen in (?, die Verlängerung von AB in F 
und auch die Verlängei-ung von ÄC berührt; MD == 3IE = p, 
NF=NG = Q^, AB=c,BC^a,CA=h, a -\-1> + c=2s. - 
Nun ist (§ 29; 2) 

ce ^ «_+_|- 

Ferner ist 

ASG = ABM 4 
Bezeichnet man den Inlialt 
80 ist 

a + h -\- c 



AD = 



. BD == 



neu + CAM. 

;s Dreieelis ASC durcli ABCj, 



I. 



ABC, 
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181 



= ÄBN + CäN - 



Auch ist ABC = 
II. .-. 'ÄBC'j = 
Ebenso erhält man 
rührungskreise des Dreiecks ABC sind 



CBN. 

ei (s - «). 

wenn pa und ^3 die Radien der Be- 



welche b und . 

aussen beitihren: _ 

in. ÄB~C j ^ e, (s ~ &); 

IV. .4B0j = (.3 (5 - c). 
Es ist aber A MBE ^ BWG, 

ME:BE^BG: NG, 
.: BE .BG= {s - h) (s — c) = qq^. 
Das Produkt der Gleichungen III. und IV. beträgt 
ABC/ = Q,.Q^(s - 6) (s - c); 

V. .*. ABCj^ = e ■ Qi • 62 ■ &i- 

Setzt man aber in das Produkt der Gleichungen I. und IL 
den Werth von g . gi ein, so ergiebt sich: 

ÄBCy = s . (s ~ a) (s - b) LS - c) . 

VI. 2BCj = ys (s - a) (s - 6) (s — c). 

Den durcli die Eadgleichang ausgediückten Satz fand auerat, so viel wir 
wissen, Heron (der ältere) von Alexandrien, welcher im zweiten Jahrh. vor 
Chr. lebte. Der Beweis, den er davon in seiner Schrift IltQi SiontQa; {ins 
Italienische übersetzt von Venturi ; Memorie dell' Institute nationale T. L P. II, 
Bologna 1813 p. 231 — 301) giebt, Btimmt im Wesentliclien mit dem Vorstehen- 
den überein. 

Vgl. Pfleiderer: Ebene Trigon. (1802) § 48. 50. 164. 

J. Newton bewies {Arithmetica univers. Lugd. Bat. 1733. p. 105 Prbl. XI) 
die obige Inhaltsfomiel auf eine andere Art, die sich mit der angegebenen 
ßezeiolinnng so darstellen lässt. 

In dem Dreiecke ABC sei aus ^ 

A auf BC die Senkrechte AB = Ji 

gefallt, welche von BC die Strecke 

J)C = X abschneidet. Dann ist 

§ 43; 4) 

^ a' + V - 

4(i'i" — 




Ä — 2^ y(2iiS)' — (a' + S» — e>)'\ 
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1 



ABC^ = -^ = I VH» + »)* - ''} [«• - (« - »)'] 

= I y(<. + i + c) (o+ 6— cj (0^6 + c) (-»+"» + c) 

^ 10-, 




- o) (s - 

: 13», S = 



) (s " »). 



: 15'" um! für a = 



" ist ABCj =r. 840». 

2. In dem Dreiecke ABC, welches 
einem Kreise mit dem Eadius r eingeschrie- 
ben ist, sei aus A auf BG die Senkrcehte AB 

^B gefällt, der Durchmesser AE und die Sehne 

BE gezogen. — Nun ist 

A ABB ^ ACB\ 

.'. AB : AB = AC : AB; AE . AD = AB . AG- 

.'. AE . AD .BG^AB.AG.BC, 

d. i., wenn man ADGj ^ J setzt und im Uebrigen die vorherige 

Bezeichnung anwendet : 

ir . J = a . h . c. 
Las Lftngenprodukt aus den drei Seitenstrecken 
eines Dreiecks ist viermal so gross als das Produkt 
aus seinem Flächeninhalte und der Eadiuslänge des 
umgeschriebenen Kreises. 

Joh. Müller, genannt Regiomontan; De ti'iaiigulis omnimodis IL 24. 

3. In dem einem Kreise eingeschriebe- 
nen einfachen Vierecke ABGB sei AB = a, 

' BG = b, GJ) = c, DA ^ d, AG =^ f, 

a-hh + c + d— 2 s, mithin a + h + c 

— ä = 2(s — ä),a + b — c-i-d^2(_s—c), 

a — i -i- c + (7=2(s— i)und — a+6 

. 2 (g _ a). Nun ist (1.) 

16 




ABGj-- 



GDAj 



_ (2 cdy — {e^ + d' 



Nach § 43; 15 hat man 
^ (ac + bä) (ad + ic) 
' ab -\~ cd 



16 
ber 
ai> (c^ + ä'^) 



jy 



+ cd ( a' + t') , 
-i-'cd ' 
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2 ah {a^4- 6^ — c^ — rf^) 

~ ä& + cd ' 



-P 



cd (c^ + ri^ — ft^ — 6^) 
oö -I- C(7 



= öir?Si)-. ■ K° + "' - (= " ""T H" + ""' - (" - "« 

Auf gleiche Art erhält man 



^ft 

CBAj = ^~^ y(s -a){s ~ h) (s - C) iß - d); 

ABCBj = iis — a)(s — h) s '^~cj"(s^~d). 
Dieser Satz wird zuerst in einem astronomischen 'Werke des Inders 
Brahmegupta (im 6. Jahrh. nach Clir,) angeiuhrt: Algebra witli Ärithmetic 
and Mensuration etc., translated bj H, T, Oolebrooko (London 1817). ■— 
Später fand ihn W. Snellius aufs neue: Fundamenta arithm. et geom. etc. 
(Lugd. Bat. 1615) p. 189. 

Beisp. Für die Lä ngen der Seitenatrecken in Metern; 11, 9, 
7,3 ergiebt sich AUCDj = 48 Quadiatmeter 

4. Ist r der Radius des dem\ierecke aicd umgeschriebenen 

Kreises, so erhillt man nach der Bezeichnung untei Ni 3 (2.): 

4 . ÄBCj . r = a h f 

4 . Ci) Aj . r = c d f 

.-. 4 . ABCDj . r ^ t (a b + c d) 

Setzt m an den "VVerth vo n f ein, so eigiebt sich 

I. 4 . AJBCDj . r = y{ab + cd) («c + hä)Jäd + h) 
Führt man hingegen die beiden andern Diagonalen r/ uml h 

der Vierecke, welche die Seitenstrecken a, h, c, d h.iben, wn, ho 
erhält man, weil (§ 43 ; 15) gh ^ a . h -\- c . d ist, 

II. 4 . 3BCZ)j .r = f . g . h. 

Ä. Girard giebt in seinen Tables des sinus etc. (1626) diesen Satz ohne 
Beweis. 

L. Kunze (Geom. S. 230) hat folgendes Beispiel; Für a = 300, 6 = 195, 
c = 91, d = 80, wird / = 165, jf = 260, Ä = 253, 2i- ^ 325, ABCDj 
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5. Die Dreiecke ABC und ABD haben 
die Grundlinie AB gemein und auch gleiche 
Höhen, so dass sie gleichflächig sind. Ausser- 
dem ist BC = AC. — Verlängert man VC 
über C hinaus bis zu dem beliebigen Punkte E, so ist ^ ACJE 
= BCD, 

.'. AC + BC < AI) + BD (% 19; 10); 
AB '\^ BG -{■ CA < AB -\- BT) + DA. 
Beschreibt man über der Grundlinie AB ein zweites gleich- 
schenkliges Dreieck, dessen Schenkel AO = BO = ^ {AD -j- BD) 
sind, so liegt C innerhalb ABO (§ 19; 4), 
.-. ABO > ABC. 
allen Dreiecken mit derselben Grundlinie 
gleichschenklige bei gleicher Fläche den 
n Umfang, bei gleichemUmfange die grösste 

6. tinter allen einfachen n ecken 
Q von gleichem Umfange habe ABCDE 
den grössten Flächenraum. — Schneidet 
man durch die Diagonale AC ein Drei- 
eck ABC ab und errichtet über der Grund- 
linie AC ein zweites Dreieck AOC so, 
" dass AO -i- OG = AB -\~_BC ist, 
so ist nur dann A BC >■ AOC und 
ABCDE > AOCDE, wenn AB == BG 
wäre (5.). Daraus folgt: 

Unter allen raecken mit gleicher Eckenzahl und 
gleichem Umfange hatdasjenige, welches die grösste 
Fläche umschliesst, gleiche Seitenstrecken. 

(• 7. In den Dreiecken ABC und ABD 

^ sei BC = BD, ^ ABC = 90", ^ ABD 

0°. — Fällt man aus T) die Senk- 





rechte DE auf AB, so ist DE < BD 
.: ABC > ABB (§ 38; 6. Zus.) 
Unter allen Dreiecken, welche in zwei Seiten- 
Strecken übereinstimmen, hat dasjenige die grösste 
Fläche, in welchem die beiden Seitenstrecken einen 
rechten Winkel einschliessen. 
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8. Von einem «ecke ABCDEF, 
dessen Fläche grösser ist als die irgend 
eines andeni weebs mit denselben Seiten- 
strecken in gleiclier Folge, seien n — 1 
dieser Seitenstrecken (nebst den Verbin- _^ 
dungslinien) gegeben, die letzte ÄF noch zu bestimmen. — Die 
Aufgabe wird gelöst, wenn man AF so bestimmt, dass die (ge- 
gebenen) Verbindungslinien der Punkte A und F mit jeder an- 
dern Ecke die grösste Dreiecksfläche einsehliessen, d. h. wenn 
sie rechte Winkel bilden (7.), so dass < ASF = ACF 
= ADF = AFIF ^90" ist Denn, wäre einer dieser Winkel 
kleiner als ein rechter, so würde durch die gegebenen w — 1 
Seitenstrecken nicht die grösste Fläche l)estimmt, welche möglich 
ist, was der Voraussetzung widerspricht. Die Punkte S, C, D, 
F liegen demnach auf einem Halbkreise , welcher über dem 
Durchmesser yli^ beschrieben ist (§ 25; 10. Zus.). 

Das weck, von welchem n — 1 Seitenstrecken mit 
einer durch sie zu bestimmenden die grösste Fläche 
einsehliessen, ist einem Halbkreise eingeschrieben, 
dessen Durchmesser die unbestimmte Seitenstrecke 
bildet. 

9. Einem Kreise 
sei das neck ABCBE 
eingeschrieben, und 
ausserdem sei ein ^ 
neck SJKLM ge- 
geben, dessen Ecken 
nicht auf einem Kreise 
liegen, und dessen Seitenstrecken in Grösse und Folge mit dem 
ersteren übereinstimmen, so dass AB = HJ, BC= JK, CB = FL, 
BF = IM, EA = MH ist. 

Zieht man den Durchmesser AG, die Sehnen CQ, DG, fügt 
zu HJKLM das Dreieck KJ,0 ^ CBG hinzu und zieht HO, 

so ist (8.) ^___ 

ABGG > HJKO , 
ÄGBE > HOLM, 
CGB = FOL, 
.*. 'ABCBE > HJKLM. 
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Die Fläche eines einem Kreise eingeschriebenen 
einfachen «ecks ist grösser als rlie irgend eines an- 
dern weeks, dessen Seitenstreeken mit jenem in An- 
zahl und Grösse übereinstimmen. 

Zus. 1. Die Flächengrösse aller einem Kreise 
eingeschriebenen wecke ist dieselbe, wenn sie sich 
nur durch die Folge der Seitenstrecken unterschei- 
den. Denn die Fläche eines jeden dieser «ecke besteht aus 
n Dreiecksflächen, von denen jede eine Seitenstrecke des «ecks 
zur Grundlinie und den (bei jeder Lage der Sehne unveränder- 
lichen) Abstand derselben vom Mittelpunkte des Kreises zur 
Höhe hat. 

Zus. 2. Unter allen wecken von gleichem Umfange 
und gleicher Eckenzahl hat dasjenige einfache weck 
die grösste Fläche, dessen Winkel und Seiten- 
strecken einander gleich sind (6,). 

Die unter Nr. 3 — 9 enthaltenen Sätze entwickelffl, im Wesentlichen auf 
gleiche Weise, Thomas SimpsoE: Elements of Geometry etc (1" 60) Maxim» 
and Minima, tho Thorems 4. 5. 10. 11. 12. 13. 

10. Es sei der Mittelpunkt, r der 
Radius eines Kreises, welchem da'^ neck 
ABCD . . mit d^m Umfange «„ und dem 
\ Flächeninhalte m„ umgesehlieben ist — 
I Zieht man aus nach den Ecken des 
neeks Gerade, OJ., OB . . , so zerfällt das Gebilde in die «Drei- 
ecke OAB, OBC, OCD . . 

Betrachtet man in einem derselben, OAJi, OB als Grund- 
linie und fällt auf dieselbe die Senkrechte OG-, so ist diese gleich 
r und auch die Höhe des Dreiecks ABC. Nun ist 
" . BC . . 




OABj 



OBCj 



j7, = J(ÄB + -ßa-i-OI> + ..); u„^AB + BC - 



CD 



umge- 
nfachen 



Der Flächeninhalt eines einem Kri 
schriebenen und ihn einschliessenden 
wecks ist dem halben Längenprodukte aus seinem 
Umfange und dem Radius des Kreises gleich. 
A. Tacqnet: Theoremata selecta es ArcMmede (1605). Prop. 4. 
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11. Bezeichnet man die Umfange des eingeschriebenen 
regelmässigen necks und 2weeks dureh^ e„ und_e2„, die zuge- 
hörigen Flächen äieser Gebilde durch e„ und ea«, den Uatlius 
des dem n ecke eingeschriebenen Kreises durch q ; ist eine Seiten- 
Strecke A'B- = ^, Ä'a' = 1^, Ä'G = ^ die Seitenstrecke 
des eingeschriebenen 2 necks, 0G-' = q, so ergiebt sich: 
e,, = 2m . OA'G' ; J2« _= 2 m . "äZ '^; 
.-. e„ : ea„ = Ö.4'(?' : OÄV, 
I. e„ : Ca» = e : »■■ 



nun 


e„ 


= 


1- 


i (10.), 


so ist 


II. 








a. 


'^ 2 


De- 


i- 


Flä 


,chen 


Inhalt 


des 



einem Kreise einge- 
schriebenen regelmässigen 2necks ist dem halben 
Längenprodukte aus dem Umfange des eingeschrie- 
benen necks und dem Radius gleich. 

Chr. Huyghens: De circ. magn. inv-, im Beweise der pr. 7. 
Zusatz. In dem eingeschriebenen regulären Dreiecke ist 

ß t= ^ (§ 46; 2). Die Fläche dieses Dreiecks ist also halb so 
gross wie die des eingeschriebenen regulären Sechsecks. 

12. Aus Nr. 10 und § 4G; 7 leitet man folgende Glei- 
chungen her: 



I. 


ist 


(11 


en = |. e„= «e yr^ — e^; 


II. 


„,.= ^„.= !i- yr>-f- 


m. 


. 11.) Can ^ ö • ^«1 mithin 


[V. 


eg„ = Mj- y^^ — Q^. 



1/^ 



Multiplicii-t man die Gleichungen I. und IL, so ergiebt sich 
? Produkt _ _ _ 
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Die Fläche des einein Kreise eingeschriebenen 
regelmässigen 2wecks ist das geometrische Mittel 
zwischen den Flächen des eingeschriebenen und des 
umgeschriebenen wecks. 

W. Snellius: Cyolometricus {Lugd. Bat. 1621) prop. 9. 
Das Produkt der Gleichungen IL und IV. ist: 
- _ n'r^ ( i _ si 

ihre Summe: 

- - nr {r + q) ,--^ 

ea» + M» = p'~^ ' " ^ ' 

(las Produkt dieser Summe und der Gleichung III. : 
(eji,, + M«) Mg„ = — — (r^ — pä); 

YI..-.i„ = |i^^;i I l(i+i). 

Die Fläche des umgeschriehenen regelmässigen 
2week8 ist das harmonische Mittel zwischen den 
Flächen des eingeschriebenen 2«ecks und des umge- 
schriebenen wecks. 

J. Gregory: Vera circuli et hyperh. quadratura (1667) pr. 12. Diese 
Abhandlung ist abgedruclct in: Hugenii opera varia p, 407 oto. 

13. Aus dem Vorstehenden lassen sich leicht folgende Sätze 
ableiten, in denen die Kreisfläche durch ft bezeichnet ist: 

I. ^„ — ea« < i (m« -- e„)- — Crelle's J. 14 (1835). 
IL «2«— fs»>i(^»— ^)- — L- Kunze: Geom. (1842) § 181. 

ni.. e.„ — ea„>- Ke,„ — ei)\ 1 ^, „ , t. ■ ■ . 

^ — , ,— - \ ( Chr. HujghenB : De circ. magn. inventa 

IV. k_<.U^~\iUn-U)\ \ (1654) prop. 1. 5. 6. 

V. ft > ea,. + i(^„-e„). J 

14. Es sei Tt der Umfang, r der Iladius_ und h der Flächen- 
inhalt eines Kreises, u der Umfang und m„ der Flächeninhalt 
eines dem Kreise umgeschriebenen regulären necks. — Da die 
Gleichung 

M„ == \ M„ (10.) 

für jeden Werth von n gilt, also von der Grösse dieser Zalil un- 
abhängig ist, so bleibt sie auch gültig, wenn w = m ist, also 
M„ in S übergeht, so dass 
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Die Kreisfläche ist der Fläche eines Dreiecks 
gleich, welches den Kreisumfang zur Grundlinie und 
den EadiuB zur Höhe hat. 
Archimedea; Kreismessung, prop. 1. 
Zus. 1. Setzt man in die letzte Gleichung ein 
l^2r7i (§ 46; 14), 
so ergiebt sieh _ 

k = r"-7t. 
Der Flächeninhalt eines Kreises ist dem Pro- 
dukte aus dem Längenquadrate des Radius und der 
Zahl n gleich. 

Zus. 2. Werden die Radien zweier Kreise durch r und /, 
ihre Umfange durch Ä und U, die Flächen durch h und Ü be- 
zeichnet, so ist 

r : / = Ä : Ä' (^46; 14); 
TcÜ^r^: /*; 
"k : U = rk '. r'U ^=: W' : h'^. 
Die Flächen zweier Kreise verhalten sich wie 
die Längenquadrate ihrer Radien oder Umfange. 

Eukl. XU; 2. 

15. Ein Theil der Kreisfläche, welcher von einem Bogen 
und den nach seinen Endpunkten gehenden Radien begrenzt wird, 
heisst ein Kreisausschnitt oder Sector. 

Ein Theil der Kreisfläche, welcher von einem Bogen und der 
seine Endpunkte verbindenden Sehne eingeschlossen wird, soll 
ein Kreisabschnitt oder Segment genamit werden. 
Eukl HL Erkl. 6. 10. 

Bezeichnet h den Bogen, welcher zum Kreisausschnitte sc 
gehört, so ist 6 : 2 *-?r = sc : r^n. 

^ — h . r 

1. .: sc = ■^-. 

Ein Kreisausschnitt ist der Fläche eines Drei- 
ecks gleich, welches den Bogen des Sectors zur 
Grundlinie und den Halbmesser zur Höhe hat. 

Ist der zum Kreisausschnitte gehörige Centriwinkel w ge- 
geben und in Graden ausgedrückt, so ist 
sc : »■% = w" : 360*". 

n. .-. 7c ~ j^^^ . r'«. 
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Wenn aber v) in Theilen des Halbmessers ausgedrückt i 
so erhält man aus der Gleicbung 

sc ; r% = w : 2 rr, 



Sielbeiites Haiiptstüek : 
Die Gollmeaüon. 

§48. 
Elaleituug. 

1. Zwei Gebilde lieissen collinear (A)i wenn sie auf 
einemStrahlbUsclielperspectivisch so liegenkönnen, 
dass die entsprechenden Geraden auf einer Gera den, 
der Collineationsaxe, /zusammen treffen. 

Der Projectionspunkt wird innerer oder äusserer Colli- 
neationspunkt genannt , je nachdem er auf der Strecke 
zwischen zwei entsprechenden Punkten oder auf ihrer Ver- 
längerung liegt. 

Zus. 1. Zwei Punktreihen sind collinear, wenn sie 
perspectivisch auf einem Strahlbüsehel liegen können. 

Zus. 2. Zwei Strahlbüschel sind collinear, wenn jedem 
Strahle des einen ein Strahl des andern entspricht, und sie so 
liegen können, dass die entsprechenden Strahlen auf einer Ge- 
raden zusammentreffen. 

Anmerk. Kach A. F. Möbius, der die Lehre von der CoUineation be- 
gründete (Barycentr. Calcul § 217—247), „besteht das Wesen derselben darin, 
dass bei zwei ebenen oder körperlicien Räumen jedem Punkte des einen 
EaumeB ein Punkt in dem andern dergestalt entspricht, dass, wenn man in dem 
einen Eaume eine beKebige Gerade zieht, von allen Punkten, welche von dieser 
Geraden getroffen werden (coUineantur), die entsprechenden Punkte in dem an- 
dern Räume gleichfalls durch eine Gerade verbunden ■werden kömien. Es ist 
deshalb diese Venvandtschaft die Verwandtschaft der CoUineation ge- 
nannt worden". Er bemerkt ausserdem heiläufig (B. C. § 230, Anmerk,), dass 
von zwei collinearen Systemen „das eine als eine perspeefivische Abbildung 
des andern" betrachtet werden könne. — Das Zeichen A hat v. Staudt in 
seiner „Geometrie der L^e" § 9; 103 (1847) angegeben. 
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-S. Bevor wir in die Eiitwickelung der Coliineation selbst 
eintreten, haben wir die Bedingungen festzustehen, unter denen 
ein beliebiges Dreieck auf einem Strahlbüschel liegen kann. 

Die Dreiecke ABC und Aj^BiCi liegen perspeetivisch so auf 
einem Stralübüschel (P), dass letzteres Dreieck dem erateren ein- 




folgt, riass die Nebenecken entweder ^ 
sämmtlich auf den Seitenstrecken des 
Dreiecks ABC oder zwei auf den Ver- 
längerungen derselben liegen, je nachdem F sieh innerhalb oder 
ausserhalb dieses Dreiecks befindet (§ 11 ; 1). 

Für die Dreiecke ÄCC^ und C'^CB, welche von den Qner- 
linien PB und PA geschnitten werden, erhält man (35; 1.) 
(ABl . CF . C,B) = — 1, 
(CiP . CA . BA)= — 1. 
Das Produkt dieser Gleichungen 

{AB, . CA, . FCO = 1> 
drückt folgende Sätze aus; 

1. Liegt ein Dreieck auf einem Strahlbüschel, 
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SO werden seine Seitenlinien von den Strahlen nach 
einem Dreieckschnittsverhältnisse getheilt, dessen 
Werth gleich eins ist. 

II. Wenn von zwei perspectivischen Dreiecken 
das eine dem andern eingesehrieben ist, so werden 
die Seitenlinien des umgeschriebenen Dreiecks von 
den Ecken des eingeschriebenen nach einem Drei- 
eckschnittsverhältnisse getheilt, dessen Werth 
gleich eins ist, 

Giovanni Ceva: De lineis rectis, se invicem secantjbua, statica con- 
atractio ete. (Mediol. 1678) p. 15. 

Zusatz. Wenn BC^ = C^Ä ist, so wird 
AJS, : S,C = BA, : A^C; 
.-. ABl \\AJi (§ 32; 4. Zus. 1.) 
Ist umgekehrt A^B]_ |] XF, so hat man zunächst (§ 32 ; 3. Zus.) 
AB, : _BiC= BA, : A,C; 
.: BC^ = C^A. 
Wenn von zwei perspectivischen Dreiecken das 
eine dem andern eingeschrieben ist, und es wird 
eine Seitenstrecke des umgeschriebenen Dreiecks 
durch die zugehörige Ecke des andern halbirt, seist 
die dieser Seitenstrecke entsprechende ihr parallel; 
umgekehrt, wenn zwei entsprechende Seitenstrecken 
parallel sind, so wird von ihnen die des umgeschrie- 
benen Dreiecks durch die zugehörige Ecke halbirt. 
Pappos TU; 132. 
8. (ümkehrung von Nr. 2.) Liegen die Ecken eines 
Dreiecks A-BiCi auf den Seitenlinien BC, CA, AB 
eines andern so, dass sie dieselben nach einem Drei- 
eckschnittsverhältnisse von dem Werthe gleich eins 
theilen, so befinden sich die beiden Dreiecke auf 
einem Strahlbllschel in perspectivischer Lage. 

Denn, wenn AA^ und BBj^ einander in P schneiden, und 
OJP trifft AB in X, so ist (2) 

{AX . BA, . CB^) .=: 1, 
und nach Voraussetzung 

(AC^ . BA, . CB,) = 1; 
.-. AX : XB ^ AC^ : G^B; 
.: XB = C,B. 
X iallt also mit C, zusammen, w. z. b. w. 
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Zusatz. Zwei Dreiecke liegen pei^peetivisch auf einem 
Strahlbilsehel, wenn die Ecken des einen die Berührungspunkte 
des dem andern eingeschriebenen Kreises sind (§ 29; 2). 

4. Von zwei perspectiviachen Dreiecken mit dem Projeetions- 
punkte -P ist das eine AiB^Ci dem andern ABC eingeschrieben. — 
Nun ist (§ 38; 1): ___ ___ 

PA, • AÄ, = FBC : ABC , 
PB, : BB, = PCA : ABC, 
PC, : CG, -= PAB : ABC. 
Die Summe dieser drei Gleicliungen ist: 

ÄA, ^ SB, ^ CC, 
Subtrahirt man diese Gleichung von der Zahl 3, so ergiebt sieh 

, TT AP , BP , OP 

oder, II. -^-^ +m: + WT = "■ 

Aus der Gleichung I, leitet man ab 

_ J-Ai PS, PC^ _ 

AP+PA, "*" PP+ PB[ '^ CP+ PC, 



Af' , BI^ . , C!P_ 
PA, '*" PB, ■*" PO^ 



= 1; 



in -^ 4- ^^ -1. ^ _u 9 - -^^ ^l- _^^ 

PA, '^ FB, ~^ PC, "*" PA, ■ PB, • PC\ ' 

Diese drei Sätze hat L. Euler aufgefunden (Meni. de l'Acad. de St. 
, L. Kunze (Geoin. 5. Anh. IIl.) auf die angegebene Art 



§ 49. 

Die Collineation der Puiiktreilieii. 

1. Wenn die Punkte A, B, C einer Geraden den Punkten 
Ä, B', C einer zweiten coIUnear Geraden entsprechen sollen, so 
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§49. 



lege manA auf ^'. Alsdann liegen beide Punktreihen perspectivisch 
auf einem Strahlbüsehel, dessen Projectionspunkt der Durclischnitt 
von BS und CC ist. 

Zwei Punktreihen von je drei Punkten sind stets 
coUinear (§ 48; 1. Zus. 1.). 
Mübius: Baryc. Calc. g 226. 

2. Zwei beliebige Ge- 
rade werden von vier Strahlen 
eines Strahlbüschels (0) in 
den entsprechenden Punkt- 
reihen AJIOD und ÄJiOn 
geschnitten. — Da nun da.s 
Viereck AGC'Ä von den Querlinien BB' und DD' geschnitten 
wird, so ist (§ 35; ä.): 

C'B 
■ BÄ 

OC 




A'O 
OA 
CD 
DA 



, — 1; 



AB CO 
EC ■ OC ■ 

AO Ajy 

OA ' D'C • 
Das Produkt dieser Gleichungen ist 
AB CD Äff CS 
BC ■ DA. ■ DC • Ba: ' 
AD^ CD _ AB OB 
■■■ BC ■ DA TrU ■ DjC' 
Nennt man nun einen Quotienten aus den Längenprodukten 
von je 2 unter vier zwischen 4 Punkten liegenden Strecken, in 
welchem die Strecken jedes Produktes keinen Endpunkt gemein 
haben, ein Doppelverhältniss, und bezeichnet mau ein 
solches, ähnlich wie das Vieleckschnittsverhältniss, durch den in 
Klammem eingeschlossenen Zähler: so erhält die letzte Gleichung 
die Form 

<AB . CD) — (AB^Cff). 
Auf gleichem Wege erhält man mittels der Vierecke ABDA\ 
ADffA' 

(AC . BD) — {A'C . BD), 
(AB . DO) = (AB . ffO). 
Von vier Strahlen eines Strahlbüschels werden 
alle Geraden unter gleichen Doppelverhältnissen 
geschnitten. 

Pappos VII; 139. — Möbius: Barjcentr. Calctil § 189. 
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Zus. 1. Vier beliebige Punkte A, S, C, D können 
auf dreifache Art durch Strecken zu einer in sieh zurücklaufenden 
Linie (Puuktreihe zu 4, oder Viereck) verbunden werden, in den 
Folgen: ÄBGD, AODB, ADBG (§ 11; 1). 

Unter den vier Strecken einer Folge lassen sich nur 
zweimal 2 Strecken ohne gemeinsamen Endpunkt zusammenfassen ; 
sie gestatten daher auch nur die Bildung zweier Doppelverhält- 
nisse, von denen das eine den reciproken Werth des andern dar- 
stellt, wie z. B. (J-B . CD) ■= fAjf ^(T-if.- Diese beiden Doppel- 
verhältnisse können indess in acht Formen auftreten, da jeder Punkt 
für zwei Formen als Anfangspunkt dienen kann. Es sind folgende : 
{AB . CD) = {BÄ . DG) =- (CD . AB) = (DB . BA); 
{AD . GB) = (BG . DA) = {GB . AD) = {DA . BC). 
Zwischen den Doppelverhältnissen aller drei Folgen besteht 
die sofort als richtig erkennbare Gleichung 

{AB . CD) (AG . DB) {AD . BG) = — 1. 
Zus. 2. Für vier Punkte einer Geraden A, D, (7, D 
gelten die Gleichungen (§ 8; 1.) 

AB + BC -{- CA^ 0; 
Aß = AD + DB; BG = BD + DG; CA = CD ^ DA. 
Multiplicirt man unter den drei letzten Gleichungen die ei'Ste 
mit CD, die zweite mit AD, die dritte mit BD, und addirt die 
Produkte, so erhält man 

AB . CD + BG . AD + CA . BD =0. 
Dividirt man diese Gleichung nach einander durch den nega- 
tiven Werth eines jeden Gliedes, so ei^iebt sich 
I. {AB . CD) + (AC . BD) = 1, 

n. (AB . DC) + (AD . BC) = 1, 

III. (AD . GB) + (AC . DB) = 1. 

In jeder dieser Gleichungen lässt sich das eine Düppelver- 
hältniss aus dem andern durch Veitauschung der mittleren Buch- 
staben- ableiten ; beide haben also im Nenner ein Produkt aus 
denselben Strecken, aber mit entgegengesetzten Vorzeichen. Den 
beiden letzten Gleichungen kann man folgende Gestalt geben: 

1 , 1 

(Ali '. 
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Hiernach kann man alle durch vier Punkte einer 
Geraden bestimmten Doppelverhältnisse aus einem 
derselben berechnen. 

Wenn vier Punkte einer Geraden in der Ordnung A, B, C, B 
auf einander folgen, so ist 

{^AB . CD) negativ (L), 
[ab . DG) < 1 und positiv, 
.-. {äB . BC) < 1 und positiv (H.). 
A. F. Möbius: Barjcentr. Calcul § 184, Kreisverwandtschaft (1855) 
§ 11. 12. 

Anmerk, Dass der Haaptsafe auch gilt fllr {AB , ÜD) = — 1, be- 
weist Pappos VII; 145, 

3. Die Punktreihen A33CB und 
AB'CI)' haben den Punkt A gemein 
und die Doppelverhältnisse (AB . CD) 
und (AS' . CB') gleich. — Wenn nun 
BB' und CC in zusammentreffen, und 
OB sehneidet B'C in Z, so ist (2.) 
(ÄB . CB) = (AB' . C'Z); 
.'. {AH' .CB')^ {AB' . CZ); 
CB' : B'A. = CZ : ZA. 
Hieraus erhält man, nachdem 1 addirt ist: 

B'A ^ ZA. 
Z fällt also mit B' zusammen und OT^B ist eine Gerade. 
1. Wenn zwei Punktreihen zu vier ein Doppelver- 
hältniss gleich haben, und zwei entsprechende 
Punkte desselben, zusammenfallen, so liegen sie 
perspectivisch auf einem Strahlbüschel. 
Pappos VII; 136. 142. 143. 
Da man stets, wenn zwei Gerade in einem Doppelverhält- 
nisse zwischen je 4 Punkten übereinstimmen, sich zwei ent- 
sprechende Punkte derselben als zusammenfallend vorstellen kann, 
so ergiebt sich (§ 48; 1. Zus. 1.): 

n. Zwei Punktreihen sind coUinear, wenn je 
vier Punkte derselben in einem Doppel Verhältnisse 
übereinstimmen. 
Möbius; Baryc. C. § 226. 
4. Für zwei Punktreilien BOBIl . . , B'C'B'E' . . gelte die 
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aieicliung (SC . DE) = (B'O' . D'IT), 
und es treffen die Projectionsstrahlen 
BJi', CC\ DD' in einem Punkte zu- 
sammen, — Schneiden die beiden Punlit- 

reihen einander in A, und man zieht ^ 
OA, so ist (2.) 

(SA . DG) = {SA . D'C). 

Als Produkt beider Gleichungen ergiebt sich 
CBA . DE) = (BA . D'E'). 

Es ist also A ein selbstentsprechender Punkt der eollinearen 
Punktreihen, und EE' geht durch (3.). 

Wenn zwei Punktreihen von je 4 Punkten in 
einem Poppelverhältnisse übereinstimmen und es 
treffen drei Projectionsstrahlen derselben in einem 
Punkte zusammen, so geht auch der vierte Projec- 
tionsstrahl durch diesen Punkt und die Punktreihen 
haben einen selbstentsprechenden Punkt gemein. 
J, Steiner: System. Entw. 14.^. 

5. Die Punktreihe ABCD . . liege auf 
einem Strahlhüsehel mit dem Projections- 
punkte 0, und es gehe parallel zu OD durch 
B eine Gerade, welche OA in Ä, OC in C 
trifft. — Wird der D entsprechende unend- 
lich feiTie Punkt der Punktreihe J.'.ß'C durch 
jD' bezeichnet, so hat man (2.) 

{AS . CD) = (AB . CD'). 

Es ist aber (§ 35; 1. Zus. 2) CD' = ÄD'\ 

.-. (AB . CD) =— A'B ; BC = AB : C'B. 
Liegen vier Punkte einer Punktreihe auf einem 
Strahlbüschel, so wird jede Gerade, welche einem 
Strahle des Büschels parallel ist, von den drei 
übrigen Strahlen unter einem Streekenverhältnisse 
geschnitten, welches dem Doppel Verhältnisse der 
Punktreihe mit dem entsprechenden Strecken Verhält- 
nisse gleich ist. 

Pappos VII; 137. — Steiner: Syaf. Entw. 7; I. h. 
Anmerk. Man kann den vorstehenden Satz auch mittels der ähnlichen 
Dreiecke ABÄ' ^ ÄDO ui}d CDO ^ ÜBC beweisen. 
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Zusatz. Der Aufgabe, eine Gerade so zu ziehen, dass sie von 
drei Strahlen des Strahlbüschels (ABOD) unter einem einfachen 
Streckenverhältnisse geschnitten werde, weiches dem Doppelver- 
hältnisse der Punktreihe ABGD mit dem entsprechenden Strecken- 
verhältnisse gleich sei — genügen vier Strahlbündel, von denen 
i Büschels 0{äBCD) parallel ist. 

6. Vier von ausgehende 
Strahlen treifen eine Gerade in A, B, 
C, B. Eine andere Gerade ist durch 
B so gelegt, dass sie von OA, OC, 
OD in A', C, jy geschnitten wird 
und dass AB = BC ist. — Man 
hat nun (2.) 
. CD) = {Ä'B . CD'); 
. CD) = CV : B'A'. 
. BC) = {ÄD' . BC) 
. BC) = ÄD' : 2 BD. 
Schneidet eine Gerade vier Strahlen eines Strahl- 
büschels so, dass ein Schnittpunkt die Mitte zwi- 
schen zwei andern bildet, so lässt sich jedes Dop pel- 
verhältniss zwischen den vier Dur chschnitten durch 
drei derselben ausdrücken. 

Zusatz. Da ein Durchschnitt die Mitte zwischen je 2 der 
drei übrigen, also die Mitte von drei Strecken, bilden kann, so 
giebt es 12 Strahlbündel, auf deren Strahlen durch einen 
Strahlbüschel 0{AJiöD) zwei gleiche Strecken abgeschnitten 
werden. 

J. Steiner: Syst. Entw. 7. a). 

7. Zwei Punktreiben ABCD . ., 
AB' Cd' . . liegen perspectivisch auf einem 
Strahlbüschel mit dem Projectionspunkte 
0, so dass die entsprechenden Punkte B 
und B' zusammenfallen. Die nach den 
unendlich fernen Punkten Q' und R ge- 
richteten Strahlen schneiden die Punkt- 
reihen in Q und R' , so dass OQ\,A!C und OB" \AC ist. — 
Nun ist (5.) 



jeder einem Strahle ( 



/N/\ \ 



Aus 
ergiebt sich 



(AB . 

. {Aß . 

(AD. 

(AI) . 
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(AB . CQ) = AB' : BC; 
(AB' . CR) = AB : BG; 
.: CQ :QA^ RA : C'M', 
Aq . A'R' = CQ . C'I^: 
Nennt man die Punkte Q und R, welche den mieiidlich 
fernen Punkten entsprechen, Durehsehnitte der Parallel- 
strahlen, dann lässt sich das Ergebniss so ausdrücken: 

I. Bei zwei collinearen Punktreihen hat das 
Längenprodukt aus den Abständen irgend zweier 
entsprechender Punkte von den Durchschnitten der 
Para)le)strahlen unveränderlich denselben Werth. 

Ist aber umgekehrt AQ . AR' = BQ . B'R = CQ . CR' 
= DQ . D'R, so hat man zunächst 

AQ : BQ ^ BR' : A'R; BQ : CQ ^ CR : RR; 
CQ : BQ = B'R : CR; BQ : AQ =.ÄR : BR'. 
Subtrahirt mau 1 von jeder dieser Gleichungen, so ergiebt sich 
AB : BQ = RA ; AR; BC : CQ = CR : RR; 
CD : BQ = B'C : CR;- BA : AQ ^ J'ff : B'R. 
.-. {AB . CB) = {AR . CB'). 
IL Zwei Punktreihen sind collinear, wenn jedem 
Punkte der einen Reihe einPunkt derandern so ent- 
spricht, dass die Längenprodukte aus den Abstän- 
den je zweier entsprechender Punkte von einem 
festen Punkte derselben Reihe unveränderlich den- 
se-lben Werth haben (3). 
J, Steiner a, a. 0. 19. I. 
8. Ein Strahlbüsehel mit dem Pro- 
jectionspunkte schneide eine Gerade in 
A, B, C, B, und es sei ^ BOB = 90«, 

< AOB = BOC. — Nun ist (§ 43 ; 6.) 

AR : BG = AD : CB; 

.-. AB . CD = BG . AD. 
Da nun vier Punkte einer Geraden, A, B, C, B, harmo- 
nische Punkte sind, wenn das Längenprodukt aus den beiden 
äusseren Strecken dem Längenprodukte aus der mittleren und 
der zwischen den äussersten Punkten liegenden Strecke gleich 
ist {§ 40.), so ergiebt sich der Satz: 
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Vier Strahlen eines Strahlbüschels schneiden 
jede Gerade in vier harmonischen Punkten, wenn die 
"Winkel zweier abwechselnder Strahlen von den bei- 
den übrigen halbirt werden. 
Pappos VII; 156. 
Zus. 1. Ist die Punktreihe ABCD harmonisch (§ 40.), so 
hat man 

AB : BC= AD : OD, 
.-. {AB . CD) =^ — 1. 
Von den positiven Doppelverhältnissen zwischen vier harmo- 
nischen Punkten ist (2. Zus. 2) 

{AC . BD) = 2; 
{AB . BC) = i. 
Das negative Doppel verhältniss, welches von vier 
harmonischen Punkten bestimmt wird, ist der nega- 
tiven Einheit gleich; die positiven haben den Werth 
2 oder |, je nachdem die Strecken ihrer Zähler zwi- 
schen ab wechselnden oder unmittelbar folgenden 
Punkten liegen. 
Mäbius a.a. 0. g 198. 
Zus. 2. Die Pi'Oportion AD : CD = AB : BC kann auch 
dargestellt werden: 

AD_ _ AD_— BD 
CD ^ BD — GD' 
und wird in dieser Gestalt von Nikomachos (um 100 n. Chr.) in 
seiner Arithmetik (11 ; 9) eine harmonische Proportion 
{ÖQfioviy.^ ävaXoyia) genannt. Die Strecke BD heisst das har- 
monische Mittel zwischen AD und CD. 
Aus der letzten Gleichung folgt 

2 AD . CD = {AD + CD) BD; 

BD 2 \AB ^ CDJ' 

1 ]_ _ 1 ]_ 

CD BD BD AD- 
Zus. 3. Aus AB : BC = AD : ÜD erhält man, wenn M 
die Mitte von BD, also SM ^ MD ^ | Bi) ist: 

AM — BM ___ AM-^ M D _ JJf+_JHD 
BC " CD CM -^ MD' 

{AM — BM) + {AM -K MD) _ AM + MD 
BC + CD CM + MD' 
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AM _ AM + MD _ MD 
MD~ MD + CM ~ CM' 

1. .-. AM . CM= MD^ = DM''. 

AM . CM— CM^ = BM^ — CM^ 
II. .-. AC . CM== BC . CD. 

AM^ — AM .CM= AM-" - BM' 
in. AC . AM ^ AB . AB. 

Pappoa VII; IfJO. 
9. Die hai-monische 
Punktreihe ABCD liege auf 
einem Stralübüscliel mit dem 
Projectionspunkte 0, und es 
gehe dureli B eine Gerade 
parallel zu OD, welche OA 
in Ä', OC in C trifft. 
Nun ist (5.) 

(AB . CD) = A'B : C'B ^ - l; 
.-. A'B = BC, 

I. Wenn ein Strahlbüsehel durch vier harmo- 
nische Punkte geht, so schneiden auf jeder Geraden, 
die einem Strahle parallel läuft, die drei übrigen 
Strahlen zwei gleiche Strecken ab. 

Wird umgekehrt der Strahlbüsehel, auf welchem die harmo- 
nische Puuktreihe ÄBGD hegt, von einer durch B gehenden Ge- 
raden, welche OA, OC, OD in A', C\ D' schneidet, so getroffen, 
dass AB = BC ist, so hat man (2.) 

{AB . CD) = {AB . CD') =■- — 1; 
.-. CD' = A'D. 
D' ist demnach der unendlich ferne Punkt der Geraden 
ÄC\ d. h. OD\\ÄC' (§ 35; 1. Zus. 2). 

II. Wenn ein Strahlbüsehel durch vier harmo- 
nische Punkte geht, und es schneiden drei Strahlen 
auf einer Geraden zwei gleiche Strecken ab, so ist 
diese Gerade dem vierten Strahle parallel. 

Gregorins a S. Vincentio: De linearum poteutiis pr. 7. 

10. Die harmonische Punktreihe ABCD liege auf einem 
Strahlbüschel mit dem Projectionspunkte 0. Femer sei 

I. ^ AOB = BOC. — Errichtet man in B auf OB eine Senk- 
rechte, welche OA in Ä, OC in C trifft, so ist 
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0£Ä' ^ OBC; 
.: A'Ii = BC; 
.'. Ä'G-\\OB (9; IL); 
OB ± OB. 
n. < BOB = 90«. — Zieht man durch B parallel zu Ol) 
eine Gerade, welche OA in Ä', OG in C trifft, so ist 
ABA' ^ ABO, 
BOG' ^ ncO; 
.: AB : BA' =- AD : DO, 
£Ü; -B6" = DG: B0\ 
, AB BC _ AI)_ 
•■ "BG~ ■ BA' BG- 
Vorausgesetzt ist aber AB : BG = AD : CD; 
.'. A'B = BC' ; 
OBA' ^ OBC'; < A'OB == G'OB. 
Wenn ein Strahlbüschel durch vier harntonische 
Punkte geht, und 

I. es wird ein Winkel zweier Strahlen von einem 
dritten h albirt, so steht dieser auf dem vierten 
senkrecht; 

II. es stehen zwei abwechselnde Strahlen auf ein- 
ander senkrecht, so halbirt jeder von ihnen einen 
Winkel der beiden übrigen. 

Den ersten Satz giebt Pappos VI; 59, den zweiten F. Commandino in 
seinem CoramenUre zu dieser Stelle. 

§ 50. 
Die Colllneation der Stra)il)}Usel)eI. 

1, Die entsprechenden Strahlen 
zweier perspectiviseher Strahlbüschel mit 
den Frojectionspunkten P und P' treffen 
in den Punkten A, B, C, D einer Ge- 
raden zusammen. — Da nun jeder von 
den beiden Strahlbüscbeln P(ABCB) 
und F{ABGB) durch irgend eine Ge- 
rade unter Doppelverhältnissen geschnitten wird, die den Doppol- 
verhältnissen der Tunktreihe ABGD gleich sind (§ 49; 2), und 
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da zwei collineare Strahlbüschel stets perspectiviscli liegen 
können (§ 48 ; 1 , Zus. 2), so ergiebt sich : 

Von zwei collinearen Strahlbltscheln werden alle 
Geraden unter gleichen DoppelverhältnJssen ge- 
schnitten. 

J. Steiner: System. Entw. 5. 
2. Eine Ge- , _, 

rade wird von je 
vierStrahlen zweier 

Sti-ahlbttschel 
mit den Projec- 
tionspunkten P 
und P' in 
K, 33 und 



schnitten 

auf dem gemein- 
samen Strahle PP beider Büschel liegt und 
= (ä[S8' . S'®') ist. — Wenn nun die Strahlen PS und PSB' in 
B, Fd und P"^' in G einander schneiden, und BC von FF in 
A, von J® in D, von PS)' in Z geschnitten wird, so ist 
(31SB . S®) = {AB . CD) ,1 , 
[31S'.6'2)') = {AB . CZ)-J 
)^iÄB - 
4. = CZ : 
A^CÄ : 
.: DA = ZA. 
Also fällt der Punkt Z mit D zusammen , und die Strahl- 
büschel P {3ia3S©), F' (StSS'g'S)') liegen perspectivisch. 

I. Zwei Strahlbüschel sind perspectivisch colli- 
near, wenn sie von einer Geraden unter gleichen 
Doppelverhaltnissen geschnitten werden und zwei 
entsprechende Strahlen zusammenfallen. 

Pappos YU; 130, 

Da man nun stets, wenn zwei Strahlbüschel von einer Ge- 
raden unter gleichen Doppelverhältnissen geschnitten werden, den 
einen Büschel in eine solche Lage gebracht sieh, denken kann, 
dass zwei entsprechende Strahlen zusammenfallen, so hat man 
den Satz: 



§ 49; 2. 



.-. {AB . 


CD) — 


(AS 


. GZ 


.: CD 


DA = 


6'/ : 


ZA 


CA 


: DA- 


CA 


ZA 
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II. Zwei Strahlbüsehel sind eoHiiiear, we 
vier Strahlen derselben von einer Geraden 



eichen Doppelverhältniss 




eschnitten werden. 
Für die Strahlbüschel 
und P'(S'S'S'eO sei 



und es schneiden einander >ifr 
Strahlenpaare PS und P'f8; JP6 
und F%', PS und P'S)' in den 
Punkten B, C, D einer Geraden, 
I'F und BB in A. BP' und SSS 
in %. BB' und 39'®' in 21'. - 



m 



Nun ist (§ 49 ; 2) 



{AB . CD) = (21SB - 6®), 
(AB . CB) = (3t'®' . ®'®'); 
.-. (9ISS . es) = (31'»' . 6'®'). 
Also fallen in 3131' zwei entsprechende Strahlen zusammen, 
und die collinearen StrahlbUschel P(aB6S)e) und P'(*ö'6'3)'@') 
liegen perspectiviseh (2. L). 

Zwei coUineare Strahlbüschel liegen perspecti- 
viseh, wenn irgend drei entsprechende Strahlen- 
paare einander auf einer Geraden schneiden. 

J. Steiner: System. Entw. li. 

Zusatz. Behufs der Construction zweier perspectivischer 
Strahlbüsehel können ausser dem in der Verbindungslinie der 
Projeetionspunkte zusammenfallenden selbstentspreehenden Strahle 
noch zwei entsprechende Strahlenpaare beliebig angenommen werden. 
4. In dem vollstän- 
digen Vierseite ABGBEF 
schneiden einander die 
Diagonalen AB und BE 
in X, AI) und GF in Z", 
BE und EG in Z. — 
Nun sind die Strahl- 
büschel A(BXEZ) und 
^\ B(BXEZ) perspeeüviseh 
coUinear, daher werden 
sie von der Diagonale GF unter gleichen Doppelverhältnissen ge- 
schnitten (1.), 

.-. {FY . GZ) = {CY . FZ). 
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Die beiden Doppelverhältiiisse dieser Gleichung sind negativ 
und reciprok in Bezug auf einander, daher haben sie den Werth 
— 1 und F, T, C, Z sind 4 hannonische Punkte. 

Auf jeder Diagonale eines vollständigen Vier- 
seits sind die Ecken und Nebenecken vier harmo- 
nische Punkte. 

PappoB beweist (YII; 131) eine Umkehrung dieses Satzes. Den vor- 
stehenden Beweis desselben giebt A. F. Möbius (Barjcentr. Calcul § 198; 
3). — - Vgl. Camot: Geom. de pos. 225. 

Vier Strahlen eines Strahlhüschels werden harmonische 
Strahlen genannt, wenn sie durch 4 harmonische Punkte gehen, 

Zusatz. In dem vollständigen Vierecke (ASDE) ist CF 
eine Diagonale, F{ÄXDY) ein harmonischer Strahlbüschel, 
.-. {AX . I)Y) = {BX . FZ) = - 1. 

In einem vollständigen Vierecke wird jede Sei- 
tenlinie durch drei Ecken und den Durchschnitt 
einer Diagonale harmonisch getheilt. 

5. In dem vollständigen 
Vierecke {ABCD) treffen die 
gegenüber liegenden Seiten- 
linien AB und CD, AB und 
CB, AG und BD in G, F 
und E zusammen. Eine be- 
liebige Gerade g schneidet 
AB, CD, AD, BC, AC, BB in J, J', L, L', M, M'. — Mittels 
der perspectivischen Strahlbüsehel A (BEM'D) und C (BFM'D) 
erhält man (1.) 

(JM . M'L) = (L'M . M'J') 
.-. (JM . M'L) = (J'M' . ML'). 

Von den sechs Schnittpunkten, welche auf der Geraden g 
liegen, können also, wie die letzte Gleichung zeigt, die auf den 
gegenüber liegenden Seitenstrecken befindlichen als einander colli- 
near entsprechend angesehen werden (§ 49; 3. IL). 

Wenn unter sechs Punkten einer Geraden drei Paare colli- 
near entsprechend sind, so dass das Doppelverhältniss zwischen 
irgend vier Punkten aus allen drei Paaren dem Doppelverhältnisse 
zwischen den entsprechenden Punkten gleich ist, dann bilden 
die sechs Punkte eine Involution. So hat man den Satz: 

I. Die sechs Seitenlinien eines vollständigen 




y Google 



206 CoUineation. § 50. 

Vierecks werden von einer Geraden in sechs Punkten 
geschnitten, welche eine In volution bilden undunter 
denen die Durchschnitte je zweier gegenüber liegen- 
der Seitenlinien einander entsprechen. 

An merk. Dieser Satz kann als eine Tlmfcehrung von 2. I. betraehfet 
werden. Die Bezeichnung „Inyolution" rührt her von Desargues (1639). 

Die Obige Gleichung {JM . M'L) = {J'M' . ML') kann 
auch ausgedrückt werden 

{JM . L'J- . M'L) == — 1. 

Die Punktreihe JL'M' wird also durch M, J' und L nach 
einem Dreiecksehnittsverhältnisse getheilt, dessen Werth — 1 ist. 

II. Die Punkt reihe, welche auf einer Geraden 
durch drei aus einer Ecke kommende Seitenlinien 
eines vollständigen Vierecks bestimmt wird, erfährt 
durch die drei übrigen Seitenlinien eine Theilung 
nach einem Dreiecksehnittsverhältnisse, dessen 
Werth — 1 ist, und das eine Involution zwischen 
den sechs Punkten ausdrückt. 

Zus. 1, Ausser der Involutionsgleichung 

I. {JM . M'L) = (J'M' . ML') 

lassen sich mittels der Strahlbüschel A {J'GBG) und B{J'GDC), 
A (FBL'C) und D (FBL'C), S {FALD) und C {FALB), 
B {AEMG) und B {AFMG), C {AGBJ) und B {AGBJ), 
A {GCBJ') und B (GGBJ') noch folgende aufstellen: 

II. (J'J . LM) = {JJ' . L'M'), 

III. (ZJ . L'M) = {L'J' . LM'), 

IV. (L'J . LM') = ij^' . L'M), 
V. {JM' . ML') = {J'M . M'L), 

VI. {MJ' . L'J) = {M'J . LJ'), 
VH. {JM . LI') = {J'M' . JJJ). 

Unter diesen können die Gleichungen I., IL, V. und VII. als 

Dreieckschnittsverhältnisse ausgedrückt werden : 

I ' {JM . L'J' . M'L) = - 1, 

II.' {LM . J'L' . M'J) = — 1, 

V.' {JM' . LJ' . ML') = - 1, 

VII.' {JM . LJ' . M'L') -= — 1. 

Aus jeder der obigen sieben Gleichungen können die sechs 
übrigen berechnet werden. Man erhält z. B. aus IV. {§ 49; 
2; Zus. 2): 

{L'L . .IM') = (LL' . J'M). 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit M'M : L'L, so kommt 
M^M J]^ _ MM- J-M 
JJ ■ M-h' L-J- ' ML' 
oder ('TM' . ML) = (J'M . M'L'); 

.: (JM . M'L) = (J'M' . ML') (§ 49; 2. Zus. 2). 
Dies ist die Gleichung I. 

Wenn also unter drei Paaren von entsprechen- 
den Punkten einer Punktreihe vier aus allen drei 
Paaren genommene Punkte mit den ihnen ent- 
sprechenden eine Involution bilden, so besteht eine 
solche auch zwischen beliebigen vier anderen 
Punkten und den entsprechenden. 

Zwei coUineare Punktreihen ÄBCD und A'B'C'B' 
einer Geraden liegen involutorisch, wenn irgend einem 
Punkte A', der aus der zweiten Reihe genommen ist aber als 
Punkt der ersten Reihe betrachtet wird, der Punkt A als zur 
zweiten Reihe gehörig entspricht. Denn aus 

(A'B . CD) = (AB' . CD') 
folgt (V.) (A'B . CD) = (A£' . CD') etc. 

Zus. 2. Wird die Gerade g parallel zu einer Seitenlinie 
CB gelegt, so ist J' der unendlich ferne Punkt derselben uml 
man erhält aus der Gleichung (JM . L'J' . M'L) = — 1 
ML' : JM = LM- : JL, 
JL' — JM JM' — JL 

oder TTtf~- ■ =^ TT i 

JM JL 

.: JL . JL' = JM' . JM. 

In J fallen demnach die Durchschnitte der Parallelstrahlen 
(§ 49; 7) für die collinearen Punktreihen LM . . und L'M' .. 
zusammen. J wird der Mittelpunkt der Involution, und 
das Längenprodukt aus seinen Abständen von zwei entsprechen- 
den Punkten die Potenz der Involution genannt. 

Wird ein vollständiges Viereck von einer Ge- 
raden geschnitten, die einer Seitenlinie parallel 
läuft, so ist der Durchschnitt mit der gegenüber 
liegenden Seitenlinie der Mittelpunkt der Involution. 
Pappos entwickelt (Vn-, 127. 128) zwei Sätze, die im Wesentlichen Um- 
kehrangen des vorstehenden sind. 

Zus. 3. Geht die Gerade ^ durch eine Nebenecke E des 
vollständigen Vierecks, so fallen in diesem Punkte zwei ent- 
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sprechende üf und M' zusammen; er wird also zum Doppel- 
punkte der Involution, und man hat (Zus. 1, III.) 

L'E^ ~^ L'J . L'J'' 

EL _ -W , 

' EJ'.EL' ~ L'J- ^^'^• 
Zus. 4. Geht die Gerade g durch zwei Nebeneeken E und 
G des vollständigen Vierecks, so bilden diese beiden Punkte 
Doppelpunkte der Involution und die Gleichung 

{.IM . L'J' . M'L) = — 1 {Zus. 1.) 
geht über in 

(GL- . EL) = — 1 
G, L', E L sind also vier harmonische Punkte. Da die 
Gerade EG eine Diagonale des vollständigen Vierseits AECBDG 
bildet, so ergiebt sich, dass der Satz unter Nr, 4 nur einen be- 
sonderen Fall der Involution einer Punktreihe darstellt. 

Ohasles; Apercu liistorique surl'origiEe et le developpement des mötLodes 
en geomölrie etc. (1837). Note X der Uebersetz. von Solinke. 

6. Auf eüier Geraden liegen sieben Punkte 0, J, J', /., L\ 
M, M' so, dass die Gleichung besteht 

OJ . OJ- = OL . OL' = OM . OM. - 
Nun ist OJ- : OL = OL' : OJ; OL' : OM = GM' : OL; 

OM' : OJ = OJ' : OM. 
Subtrahirt man 1 von jeder dieser letzten Gleichungen, so ist 
LJ' : OL = JL' : OJ; ML' : OM = LM' : OL; 
JM' : OJ = MJ- OM; 
JL' _ OJ^, LM _ 0L_ , MJ' _ OM 
•'■ U' OL' ~ML' OM' JM' OJ' 
Das Produkt der vorstehenden Gleichungen 
{JL' . MJ' . LM') = - 1 
zeigt (5. Zus. 1. V.'), dass J und J', L und 7/, M und M' ent- 
sprechende Punkte einer Involution sind, deren Mittelpunkt ist 
{5. Zus. 2). 

Drei Paare von Punkten einer Geraden bilden 
eine Involution, wenn die Längenprodukte aus den 
Abständen der Punkte eines jeden Paares von einem 
festen Punkte der Geraden einander gleich sind. 
ChaEles, a. a. 0. 

7. Umgekehrt, wenn die Punktpaare J und J'. L und L', 
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M und M' eine Involution, bilden und man hat für einen Punkt 
der Geraden OL . OL' = OM . OM', so ist 

(JL' . MJ' . LW) = — 1 (5. Zus. 1. V'.). 

Bestimmt man nun einen J entsprechenden Punkt '^, welcher 

der Gleichung OL . OL' = OM . OM' ^ OJ . Fgenügt, so ist (6.) 

{JL' . MV . LM') = - 1. 

.-. MJ" : JL = MV : VL; 

J'L = TL. 

V fiillt demnach mit J' zusammen. 

Bei drei involutorischen Punktpaaren ist der 
Mittelpunkt zweier Paare auch der des dritten. 




8. Es seien Ä und Ä', 
B und ff, C und C drei 
i'aare von entsprechenden 
involutorischen Punkten einer 
Geraden g. — Beschreibt man 
über den Strecken AA' und 
SB" zwei Kreise, die einan- 
der in D und E schneiden , treffen femer die Geraden g und 
DE in zusammen, so ist (§ 42; 9) 

OB . OE^OB . OS = OA . OÄ. 
.'. 00 . OC =^ OB . OS' = 0A. OÄ (7.). 

Construirt man nun einen Kreis über CC als Sehne, welcher 
den Kreis über AÄ in B schneidet, so muss die gemeinschaftliche 
Sehne dieser beiden Kreise durch gehen. Daher muss ein 
Kreis, der durch C, C und B gelegt ist, auch den Punkt E 
enthalten. 

Wenn auf einer Geraden drei involutorische 
Punktpaare liegen, und man beschreibt über den von 
entsprechenden'Punkten begrenzten Strecken drei 
einander schneidende Kreise, so gehen die gemein- 
schaftlichen Sehnen je zw ei er Kreise durch den Cen- 
tralpunkt der Involution. Habenaber die dreiKreise 
einenPunktT) gemein, so gehen sie auch durch einen 
zweiten gemeinsamen Punkt £. 

Zusatz. Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden: 

I. Der Centralpunkt liegt ausserhalb der von den ent- 
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Sprech enc) eil Punktpaaren begrenzten Strecken, Die von dem 
Mittelpunkte an die drei Kreise gehenden Tan- 
genten sind dann einander gleicli {§ 42; 10). Beschreibt 
man drei Kreise, in denen die Strecken zwischen den Punkt- 
paaren Durchmesser bilden, so haben die Umfange keinen Punkt 
gemein. 

II. Der Mittelpunkt 
liegt auf den von den 

entsprechenden Punkt- 
paaren begrenzten Strecken 
selbst. Beschreibt man 
nun über diesen Strecken 
als Durchmesser Kreise, so 
stehen die gemeinschaft- 
liehen Sehnen auf der Ge- 
raden g senkrecht (§ 30', 
3); alle drei Kreise 
gehen daher durch 
zwei Punkte. 

Hieraus ergiebt sich auch umgekehrt: Dreht sich ein 
rechter Winkel um seinen Scheitel, so bilden die 
sechs Punkte, in denen seine Schenkel bei drei ver- 
schiedenen Lagen eine Gerade schneiden, eine In- 
volution. 

M. Chasles: Traite de geometrie superieure (1852) 200—204. 
9. Es seien A und Ä, B und B", C und C drei Paare 
von entsprechenden involutorischen Punkten und der Mittel- 
punkt der Involution. — Bestimmt man nun auf derselben Ge- 
raden zwei Punkte H und J so, dass 

OH^ = OJ' = OA . OÄ = OB . OB' = OC . OC 
ist, so sind H und J Doppelpunkte {5. Zus. 3). Dieselben sind 
indess nur reel], wenn sich nicht auf den Strecken AÄ, BB, 
CC' selbst befindet (Fig. Nr. 8). In diesem Falle aber ist 
(5. Zus. 4) 

{AJ . A'H) = {BJ . BS) = (Gl . CS) = - 1. 
Die beiden Doppelpunkte einer involutorischen 
Punktreihe theilen jede' Strecke zwischen zwei ent- 
sprechenden Punkten harmonisch. 
Chaales: Apergu historique etc. S. 324 der Uebers. 
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VO'); 
BA). 
und P", entsprechende 



10. Nennt man einen Strahlbüsehe! involutoiisch, wenn seine 
Strahlen durch eine involutorische Punktreihe gehen, so ergiebt 
sich sofort, dass ein involutorischer Sti'ahlbüschel irgend eine be- 
liebige Gerade in einer Punktreihe schneidet, welche eine Invo- 
lution bildet. 

Es seien nun und 0', P und 
P", Q und Q' gegenüber liegende Ecken 
eines vollständigen Vierseits, Von 
einem beliebigen Punkte M gehen 
Strahlen nach allen sechs Ecken, und 
es werde O'Q von MO, MT, MQ' in a, 
Ä, B und C geschnitten; MO treffe^ 
FQ' in Z). — Nun erhält man mittels 
der Strahlbüschel 0(PI)Q'0') und 
MiPDQ'O') 

(QA . PO') = (BA 
.-. (QA . PO') = (CO' 
Mithin sind Q und C, A und 0', j 
Punktpaare einer involutorischen Punktreihe. Die von M aus 
nach den entsprechenden Punkten gerichteten Strahlen gehen 
aber durch gegenüber liegende Ecken des vollständigen Vierseits. 
So hat man den Satz; 

Ein Strahibüschel ist involutorisch, wenn sechs 
Strahlen desselben nach den Ecken eines vollstän- 
digen Vierseits gehen, und zwar entsprechen ein- 
ander diejenigen Strahlen, welche nach gegenüber 
liegenden Ecken gerichtet sind. 

Chasles a. a, 0. pag. 828. — TraiW de geom. sup. 343. 
Zus. 1. Wenn PQ' \\ QF', mithin der A entsprechende Punkt 
0' unendlich fern ist, so ergiebt sich 

QA : AP' = BA : AC. 
Eine Umkehning dieses Sattes giebt Pappos VlI; ISS. 
Zus. 2. Der oben für den Hauptsatz gegebene- Beweis gilt 
auch für den Fall , dass der Strahlbüschel M {PDQ'O') zum 
Parallelstrahlbüschel wird, oder M unendlich fern liegt. 

Die sechs Strahlen eines Parallel strahibüschel s, 
welche durch die Ecken eines vollständigen Vier- 



y Google 



12 CoUineation. g 50. 

eits gehen, schneiden jede Gerade i 
oi'ischen Puiiktreihe. 
Cha 



einer involu- 




LSles: Traite de g^om. sup. 344. 

11. In einem vollständigen 
Vierseite seien Ä und Ä', B und B", 
C und C gegenüber liegende Ecken. 
Hierzu kommt: 

I. Die über den Diagonalen AA' 
und B^, als Durehmesser, beschrie- 
benen Kreise sehneiden einander in 
M und N. — Wird die Seitenlinie 
" AG von MA:, MB und MC in a, ß 
und y geschnitten, so sind A und «, 
B und ß, C und y. entsprechende Punkte einer involutorischen 
l'unktreihe (10.). Der Punkt M liegt, da ^ AMa = BMß 
= 90" ist, auf den beiden Kreisen, die über den Durchmesser 
Aa und Bß beschrieben sind. Folglich geht auch der über dem 
Durehmesser Cy construirte Kreis durch M, so dass -^ GMy = 90"* 
ist (8. Zus. II.). M liegt demnach auch auf dem über dem 
Durchmesser CC beschriebenen Kreise. Dass auch N sich auf 
diesem Kreise befindet, lägst sich auf gleiche Weise zeigen. Die 
Gerade, welche die Strecke MN senkrecht halbirt, geht also 
durch die Mittelpunkte der Kreise mit den Durchmessern AA\ 
BB, CC' (§ 24; 7. III.). 

Wenn die drei Kreise, deren Durchmesser die 
Diagonalen eines vollständigen Vierseits siaid, ein- 
ander schneiden, so gehen sie durch zwei Punkte, 
haben also eine Sehne gemein. Ihre Mittelpunkte 
liegen auf einer Geraden. 

Den ersten Theil dieses Satzes, hat Bodenmiller (Gudermann's Analy- 
tische Sphärik [1830] S. 138), .den zweiten K. i\ Gauss (v. Za«h's MonaÜ, 
Corr. Bd. 22 [1810]) gefunden. Letzterer ist indess, wie das Folgende ^eigt, 
von dem Durch schneiden der Kreise unabhängig. 

II. Die' über den Diagonalen als Durchmesser beschriebenen 
Kreise haben keinen Punkt gemein. — Sind nun M, N, die 
Mitten von AA', BB', CC', so ziehe man senkrecht zu MN 
durch einen beliebigen Punkt P diesei' Geraden eine andere Ge- 
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rade, und durch sämmtliche 
Ecken des vollständigen 
Vierseits Parallelen zu MN 
nach der durch P gehen- 
den Geraden, nämlich Aa, 
Äa\ Bß, S'ß', Cy, G'y. 
Dann ist (10. Zus. 2) 

(aß . yd) = («/ . /«). 
oder, a und a', ß und /?', 
y und y' sind entsprechende 
Punkte einer involutorischen Reihe. Auch ist 
aV ^ Pd, ßP = Pß'; 

,', yd : ßy = ay : y'ß' ; 
Nachdem man zu dieser Gleichung 1 addirt hat, erhält man 

ßy = y'ß'; y'P = Py; G'O = OC. Hegt auf MN. 

Die Mitten der drei Diagonalen eines vollstän- 
digen Vierseits liegen stets auf einer Geraden. 

An merk. In dem ersten Falle haben die Verhältnisse zweier ent- 
sprechender Strecken der involutorischen Punktreihen in der Gleichung 
{AB . Ca) = («ß . yÄ) entgegengesetzte Vorzeichen, im zweiten 
Falle hii^egen sind diese Verhältnisse in der inyolutoriachen Gleichung 
(_aß , ya) = {aß' . /«) mit gleichen Vorzeichen versehen. 



§ 51- 

Collineiire Fnnktreltien und Stralilbflschel in schiefer Lage. 

1. Von zwei Punktreihen seien je drei Punkte A, B, C und 
ji'5'C' als einander collinear entsprechend beliebig angenommen 
{% 49; 1). — Wählt man nun auf irgend einem Projectionsstrahle 
AA! zwei Punkte S und S" als Projectionspunkte der Punktreihen 
ABC und AlBC\ und schneiden einander die Strahlen SB und 
8"B in B\ SC und S'C in Cf', so ist B'C die Collineationsaxe 
der Strahlbüschel S{ABC..) und S'(ä:BC' . .) (§'50; 3). Treffen 
die von S und S' nach dem Durchschnitte der Punktreihen 
gehenden Strahlen die Collineationsaxe in V und E'\ so sind 
in dem Durchschnitte die Punkte B und E' vereinigt. Schneiden 
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die aus S und S' parallel zu J_B und A'B' verlaufenden Strahlen 
die Collineationsaxe der Strahlbilschel in U" und F", denen auf 




AB und A'B' die unendiich fernen Punkte U und V ent- 
sprechen, so treffen SV" und S'ü" mit den Punktreihen ABC, 
A'B'C in V und Ü', den Durchschnitten der Paralleistrahlen, 
zusammen, Denn es ist 

(B"V" . C"U") = {BV . GU) = {B'V . C'ü'); 
.: BV : VC ^ C'U' : U'B ; 
BV . B'U' = CV . C'U' (§ 49; 7). 
Werden aus S und S' Strahlen durch einen beliehigen Punkt 
G" der Collineationsaxe gezogen, so treffen dieselben die gege- 
benen Punktreihen in den entsprechenden Punkten G und G'. 

Wenn von zwei collinearen Punktreihen in schie- 
fer Lage drei entsprechende Punktpaare gegeben 
sind, so lassen sich mittels des Lineals allein die 
Gegenpunkte so wie beliebige entsprechende Punkte 
bestimmen. 

'•t.' 2. Wir heben einen beson- 

deren Fall hervor: Es schneiden 
einander: die collinearen Punkt- 
reihen ABC. . und A'B'C in 0, 
die 'Geraden AB' und A'B in L, 
AG' und ÄG in M, BC und 
:0c in N, LM und AO in J9, 
■^ LM und ÄO in E'. — Nun hat 
man mittels der Strahlbiiscliel UOAJDB) und M{OAI)C) 
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(OA . DB) = iOB! . E'Ä), 
{00 . DA) = {OÄ . E'C). 

Das Produkt dieser Gleichungen 

{DB . 00) = {OS . E'C) 
drückt aus, dass D dem Punkte der Punktreihe A'B'C . ., und 
E' dem Durchschnitte in der Reihe ABO. . entspricht , in 
also D' und E vereinigt sind. Schreibt man die Endgleichung 

{DB . OC) = {E'C . OB), 
und beachtet, dass die Geraden BC' und OB durch N gehen, so 
ergiebt sich (§ 49; 4), dass die coltinearen Punktreihen per- 
spectivisch liegen, also N sich auf der Geraden LM befindet. 

Bei zwei coUinearen Punktreihen in schiefer 
Lage schneiden einander die Geraden zwischen den 
nicht entsprechenden unter je zwei Paar entspre- 
chenden Punkten auf einer Geraden, welche mit den 
Punktreihen in den ihrem Durchschnitte entspre- 
chenden Punkten zusammentrifft. 

PappoB bewies (VII; 139) den vorstehenden Satz, eine Umketrung des- 
selben (VII; 143), und beide Sätze noch besonders (VII; 138. Ul) fllr den 
Fall, dass die Punktreihen ABC und A'B'C parallel sind, jedoch ohne Be- 
rücksichtigung der Punkte D und E', welche dem Durchschnitte der Punkt- 
reihen entsprechen. In der vorliegenden Gestalt wurde der Sata von 
J. Steiner (Syatem, Entw. 24) entwickelt. 

Zusatz, Wenn von den Ecken eines Sechsecks 
AB'Cä'BC zweimal drei, die nicht auf einander fol- 
gen, wie A, B, C unA. ä' , B' , 0' , auf einer Geraden 
liegen, so befinden sich auch die drei Durchschnitte 
der gegenüber liegenden Seitenstrecken auf einer 
Geraden. 

3. Von zwei Strahlbüscheln in 
schiefer Lage {abc), 0' {a'h'c) 
seien die Strahlen a und »', h und 
h', c und c als einander coUinear 
entsprechend beliebig angenommen. 
— Treffen a und d in Ä zusammen, 
SD ziehe man durch diesen Punkt . 
zwei Gerade, von denen die eine 
6 und c in B und C, die andere i 
V und c in B' und C schneidet. 
Ist 0" der Durchschnitt von BB' 
und CC\ und bezeichnet man diese 
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Geraden durch i" und c", 0"A durch a\ so sind die Punkt- 
reihen J_BCund AS'C perspectivisch coUinear (§ 49; 2), folglich 
0{ahc) A 0"ia"h"c"); 0'(db'c) A 0"{a"b"c"). 
Mittels des Projectionspunktes 0" kann jetzt zu jedem 
Strahle des einen unter den beiden gegebenen Strahlbüseheln der 
entsprechende Strahl des andern bestimmt werden. Wenn AB 
und AB' von 00' in D und E' geschnitten werden und es trifft 
0"]) die Gerade AB' in D'., 0"E' die Gerade AB in E, so ent- 
sprechen einander OJ) und O'D', OB und O'E'. 

Wenn von zwei Strahlbüscheln in schiefer Lage 
drei beliebige Strahlenpaare als einander collinear 
entsprechendangenommensind.soiässt sieh mittels 
des Lineals allein zu jedem Strahle des einen Bü- 
schels der ihm entsprechende des andern bestimmen. 
Eine bestimmte Lage des Punktes 0" ist besonders be- 
merkenswerth : 

4. In den coUinearen und 
schief liegenden Strahlbüscheln 
0{abc), 0'{dh'c) schneiden ein- 
ander die Strahlen a und d 
A, h und h' in B, c und c 
C, d und h \n L, a und h' 
U, d und c in ilf, a und c 
M', h' und c in ^, b und c 
^i/ N'. — Bezeichnet man 00' durch 
P, so bestimmt der Strahlbüschel 0'{pdb'c') auf OA und OB 
zwei perapectivische Punktreihen 

OJJL'M' A OLBN'. 
Die Strahlbüschel M(OAUM') und N{OLBN') sind als.» 
collinear und, da ihre entsprechenden Strahlen MO und NO zu 
sammenfallen, auch perspectivisch (§ 50; 2). Wird der Durch- 
schnitt von MM' und iW durch 0" bezeichnet, so liegen L, L' 
und 0" auf einer Geraden, der Colhneationsaxe der Strahlbüschel 
M(OAZ'M') und NiOLBN'); LL', MM', _ZW gehen durch 0". 
Die Strahlbüschel 0(a&(;) und 0"{ALM), O'(db'c) und 0"(ALM) 
liegen perspectivisch, da je drei entsprechende Strahlenpaare 
derselben sich auf einer Geraden schneiden (§ 50; 3). Dem 
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Strahle p entspricht daher 00" im Strahlbüschel 0{ahc), O'O" 
im Büschel 0'{a'h'c). 

Bei zwei collinearen Strahlbüscheln in schiefer 
Lage gehen die Geraden zwischen den Durch- 
schnitten von je zwei nicht entsprechenden unter 2 
entsprechenden Strahlenpaaren durch einen Punkt, 
welcher mit den Projectionspunkten durch die ihrer 
Verbindungslinie entsprechenden Strahlen ver- 
bunden ist. 

Zusatz. Wenn von den Seitenstrecken eines Sechs- 
ecks LMNL'ITN' zweimal drei nicht aufeinander 
fol^gende durch einen Punkt gehen, so schneiden ein- 
ander die Diagonalen zwischen den gegenüber lie- 
genden Ecken (XX', MM\ NN') in einem Punkte. 
J. Steiner: System. Entw. 23. 24. 

5. Von zwei auf einem Kreise he- 
genden Punkten P und P' seien nach 
den übrigen Kreispunkten Ä, S, C.. 
die Geraden a und a, 5 und h', c und 
e'. .. gezogen. In P und P' berühren 
den Kreis die Tangenten t und ('. — 
Nun sind die gleichwendigen Win- 
kel der von P und P' nach denselben 
Kreispunkten gehenden Strahlen einander gleich (§ 25; 7): 
^ (ß, b) = {a\ b'); ^ {6, c) = (b' c)... 
^{t,a)^ {F-P, a); ^ (a, PF') = («', 0- 

Die Strahlbüschel P (abc) und P' (a'b'c) sind also congruent 
{§ 17; 3), befinden sieh aber in schiefer Lage, da dem Strahle 
PP' in F'(a'b'c') die Tangente t', in P{abc) aber ( entspricht. 

Zwei Strahlbüschel sind gleichwendig congruent, 
aber in schiefer Lage, wenn ihre Projectionspunkte 
und die Durchschnitte ihrer entsprechenden Strah- 
len auf einem Kreise liegen. Den auf der Verbin- 
dungslinie der Projectionspunkte zusammenfallen- 
den Strahlen entsprechen die Tangenten in diesen 
Punkten. 

J. Steiner a. a. 0. 37. 

Zus. 1. Wenn die Projectionspunkte zweier Strahlhüschel 
und die Durchschnitte ihrer entsprechenden Strahlen auf einem 
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Kreise liegen, so wird von ihnen jede Gerade in colliuearen 
Punktreihen geschnitten (§ 50; 1.). 

Zus. 2, Das einem Kreise einge- 
schriebene Viereck ABCB werde nebst 
dem Kreise von einer Querlinie so ge- 
schnitten, dass letztere die Seitenlinien 
A3, Ba CD, DA in S\ K, H, E, den 
I Kreis in F und G- trifft. — Nun sind die 
Strahlbüschel A(DFBG) und G(DFBQ) 
coUinear, folglich 

{EF . H'G) = {EF . E'G\; 
.-. {EF . H'G) =- {E'G . HF). 
Die sechs Punkte der Transversalen sind also involutorisch 
und die entsprechenden Punkte F und E\ H und H liegen auf 
gegenüber liegenden Seitenlinien der Vierecks ABGD. 

Eine beliebige Querlinie schneidet einen Kreis 
und die gegenüber liegenden Seitenlinien eines ihm 
eingeschriebenen Vierecks in entsprechenden Punk- 
ten einer involutorischen Punktreihe. 

G. Dcsarguee (1639): Oeuvres, par Poudra (Paria 1864), I. p. 171. 

6. Den Kreis um M berühren die Tangenten G und (?', 
welche den Punkt P gemein haben, in D und E'\ die ihnen 
parallelen Tangenten r und g schneiden G' und G' in Ü' und 




Q. Ausserdem sind G und G' noch durch die Tangenten Aj! 
und BB' verbunden, die so liegen, dass der Kreis sich 
ausserhalb des Dreiecks PAÄ, innerhalb des Dreiecks PBB' be- 
findet. — Das von den Tangenten G, G\ r. q gebildete Viereck 
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ist ein Rhombus (§ 29; 3. — § 21; 7.), daher wivd die Diagonale 
QI^ durch M halbirt (§ 21 ; 3) und es ist < PQM = JPB'M. 
Ferner ist ^ AMJ! = DMP und -^ SMS' = 180« - PMS 
(§ 27 ; 1). Setzt man in dem Vierecke AQM'Ä' < QÄA' = 2a, 
^ AA'R' = 2a\ so ist 2a + 2«' + 2J.gi?' = 3600; und im 
Dreiecke AMJ! erhält man a + ce' + XMA' = 180 »; 





.: < ^M^' - jiejlf = 


= Yl'-K'Jlf ; 




^ Bflif = Kjrjf = 


BMB. 




.-. A AMA' ^ AQU ^ 


MSA'; 




A BMB ^ B(JJIf ^ 


. Jlöt'B'. 




.: AQ : QM = MS 


: ü'^'; 




BQ:QM= ms: 


: »B-; 


oder 






QM.MK 


- QM' = Mg' = AQ 


. ü .1' = BQ 



Hiernach sind die Längenprodukte der Strecken unveränder- 
lich, welche von den festen Punkten Q und R, sowie von den 
Durchschnitten beliebiger Tangenten mit den festen Tangenten G 
und G' bestimmt werden. Die Punkte Q, R' kann man daher 
als die Durchschnitte der Parallelstrahlen der collinearen Punkt- 
reihen AS. ., ÄS. . ansehen {§ 49; 7). 

Die rechtwinkligen Dreiecke SMQ und MSQ, PMB' und 
ME'K sind ähnlich, daraus folgt 

QM^ = MM^ = PQ . SQ ^ PS: . S'R'; 
PS' . BQ = PQ . E'H. 

In P fallen mithin die Punkte D' und E zusammen. Die 
collinearen Punktreihen AS. . DE und ÄS . .D'E^ sind demnach 
in schiefer Lage. 

Irgend zwei Tangenten eines Kreises werden 
von den übrigen Tangenten in entsprechenden Punk- 
ten eollinearer aber schief liegender Punktreihen 
geschnitten; den in ihrem Durchschnitte vereinigten 
Punkten entsprechen die wechselseitigen Berüh- 
rungspunkte. 

J. Steiner a. a. 0. 37. 

Zusatz. Vier Tangenten «, h, c, d, welche den Kreis um 
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M in a, ß, y, 3 be- 
rühren, schneiden eine 
fünfte und sechste 
Tangente in A, B, C, 
B und Ä, B', C, D'. 
— Nun ist < ÄMB 
= MME, ^ AMC 

= AMC. . . 
.-. MiAJBCD) ^ MiÄB'C'B'); 
.: {AB . CD) ^ {A:B' . CD'); 
AJ3CD A A'B'CD'. 
Von sechs Tangenten eines Kreises werden zwei 
durch die vier übrigen in collinearen Punktreihen 
geschnitten. 

7. Die Tangente AB berühre den Kreis in 0. Dann ist 
MA ± 0«, MB ± Oß, MC ± Oy etc., folglich < AMB = aOß, 
-^ AMC = 180" — ^Oy, wobei aber zu beachten, dass der 
Nebenwinkel von aOy dem "Winkel AMC gleich ist und beide 
gleichwendig sind; etc. Hieraus folgt, dass die gleichwendigen 
Strahibüschel M{ÄBCD) und O(aßyS) congruent sind. 
.-. M{ABCI>) A 0{aßyö). 
Es ist aber jeder Strahibüschel, dessen Strahlen durch die 
Punkte A, B, C, D gehen, M{ABGI)) collinear (§ 50; 1). Da- 
her hat man den Satz: 

Zwei Strahlbüschel sind collinear, wenn vier 
Strahlen des einen durch die vier Durchschnitte von 
vier Tangenten eines Kreises mit einer fünften Tan- 
gente gehen, auf vier Strahlen des andern, dessen 
Projectionspunkt sich auf dem Kreise befindet, die 
Berührungspunkte jener vier Tangenten liegen. 

Chasles; GSom, sup. 663. 
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§52. 
Die Colliueation der Dreiecke, 
1. Auf einem 
Strahlbüschel mit 

dem Projections- 
punkte liegen die 
Dreiecke ABC und 
A'B'C pei-specti- 
visch, und die ent- 
sprechenden Seiten- 
linien AJB und AB', 

BG und b:g', CA und G'Ä treffen in G^, A^ und B, : 
— Nun wird das Dreieck 

ABO von der Querlinie ÄSC^, 

BGO „ „ „ B'C'A^ 

CAO „ „ „ G'ÄB^ 

geschnitten, daher ist nach dem Satze des Menelaos (§ 35; 1.) 

(^C^ . BB' . OÄ) = — 1, 

{BA^ . CG' . OB') = - 1, 

{GB, . AÄ . OC') = — 1. 

Das Produkt dies'er drei Gleichungen 

{AC^ . BA^ . CB,) = — 1 
drückt aus (§ 35; 2.), dass A3, Ba, £4 auf einer Geraden liegen. 
Dies lässt sich auch durch Ableitung der Gleichung 

{A'C, . BA^ . CB^) = — 1 
beweisen. Die Gerade A^BiC^ ist die Collineationsaxe der Drei- 
ecke ABC, A'B'C (§ 48; I). 

Wenn zwei Dreiecke perspectivisch auf einem 
Strahlbüschel liegen, so treffen ihre entsprechen- 
den Seitenlinien auf einer Geraden zusammen; die 
Dreiecke sind also collinear. 

Zus. 1. Wird die Collineationsaxe A^Bn von AA' und BB' 
in M und N geschnitten, so ist 

(OA . MA') = (OB . NB'). 
Zus. 2. Es ist (§ 35; 5. Zus. 1.) 

AB^ _ AO . AG, . BO . BG^ 
A'B''^ ~ A'O . Ä'C, . SO :SG^' 
■2. (TJrakehrung von 1.) Von den Dreiecken ABC und 
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Ä'B'C treffen die Seitenlinien AB und Ä'S\ SC und BC, CA 
und CA' in den drei Punkten einer Geraden, C^, Ja und B^, zu- 
sammen, — Nun liegen die Dreiecke B^CC und C^BB' per- 
spectiviscli auf einem Strahlbüschel, dessen Projectionspunkt A^ 
ist Da nun die entsprechenden Seitenlinien B^C und C^B in A, 
SiC und C^B' in a! zusammentreffen, so müssen auch BB' und 
CC einander auf der Geraden AA! schneiden (1.). Ihr Durch- 
schnitt ist also der Projectionspunkt der Dreiecke ABC und 
Ä'B'C. 

Zwei Dreiecke liegen perapeetiviseh auf einem 
Strahlbüschel, wenn ihre Seitenlinien paarweise in 
drei Punkten einer Geraden zusammentreffen. 

Diesen und den vorhergehenden Hauptsatz scheint Desargues (1593 — 1662) 
entdeckt zu liaben. Beide sind nämlich in dem yon Bosse veröffentlichten 
Werke enthalten: Maniere universelle de M. Desargues, ponr pratiquer la 
perspective etc. (1648) p. 4055. — Poudra: Oeuvres de Desargues (Paris 1864) 
I. p, 413. 

3. Es soll untersucht wer- 
den, ob zwei beliebige Dreiecke 
ABC unA. Ä'B'C collinear sind. -— 
Um sie in perspectivische Lage 
zu bringen, lässt man am be- 
quemsten die unendlich fernen 
Punkte zweier als entsprechend 
angenommener Seitenlinien . AC 





und ÄC, zusammenfallen, so dass diese Linien parallel werden. 
Man ziehe parallel zu AC eine Gerade, welche AB in Ä', BC in 
C trifft, schneide auf ÄC von Ä aus eine Strecke AB ^= J,"C" 
ab, ziehe durch I> eine Parallele zu ]^A', welche B'C in A. 
trifft, und durch A.^ eine Parallele zu BÄ . welche SÄ in 6^ 
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schneidet. Dann ist C^A^^ =^ Ä'D ^= Ä'C". Legt man jetzt das 
Dreieck Ä"BC" so, dass J!'C" mit CgA^ zusammenfällt, so ist 
CiAs die ColUneationsaxe der Dreiecke ABC und A'^C (2.); 
ihre entsprechenden Ecken liegen daher auf den Strahlen eines 
Strahlbüsehels. 

Es ist hierbei zu beachten, dass die Punkte S und B mit 
zusammenfallen, wenn die Dreiecke AJiC, A'B'C ähnlich sind, 
dass im Falle ihrer Affinität einer der Punkte B und B' mit 
sieh vereinigen oder die Projectionsstrahlen parallel laufen 
können u, s. w. 

Zwei Dreiecke können stets in perspectivische 
Lage gebracht werden so, dass zwei entsprechende 
Strecken derselben parallel laufen. Sie sind also 
stets collinear, wenn nicht zwischen ihnen eine der 
vier niedrigeren Verwandtschaften besteht, 
H. Weissenborn: Die Projection in der Ebene (1862) S. 107. 

3. Auf einem Strahlbüschel mit 
dem Projectionapunkte liegen die 
perspectiviseh collinearen Dreiecke 
ABC\ ABC, deren entsprechende 
Seitenlinien auf der ColUneationsaxe - 
in (\, A^ und B^ zusammentretfen. 
Aus seien parallel zu BC, CA', 
A!B' drei Gerade gezogen, welche die 
entsprechenden Seitenlinien des Drei- 
ecks ABC in J, L, M schneiden. Ebenso gehen von drei Ge- 
rade parallel zu BC, CA, AB aus, welche die entsprechenden 
Seitenlinien von A'B'C in U', F" und G' schneiden. — Nun ent- 
sprechen offenbar die Punkte J, i, Jf, E', F', G' den unendlich 
fernen Punkten der Geraden B'C, CA, AB, BC, CA, AB; sie 
sind also die Durchschnitte der Parallelstrahlen der Seitenlinien, 
auf denen sie liegen. Man erhält nun mittels der ähnlichen \)r&i- 
e<±eAMO'^ACiA',BMO^BGiB';SJO'^BA,B',CJO'^CAC; 
CLO ^ CB^C, ALO ^ AB^A: . 




AM: MO = AC, 
BJ: JO = BA^ 
CL: LO ^ CB^ 

Das Produkt dieser 



: C,A; MO : MB ^ C^B' : C^B; 
: A,B'; JO : JC ^ A^C : A,C; 
: B^C; LO : LA ^ B^A : B,A 
sechs Gleichungen 
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(AM . BJ . CL) = — (ÄC^ . BAt . C£,) (A'B^ . CA, . ßC,\ 
oder, weil (AC^ . BA, . CB^) = — 1 und 

(ÄB^ . CA, . B'C^) 1 ist (1): 

(AM .BJ.CL) = ~ 1, 
drückt aus, dass die Punkte J, M, L auf einer Geraden liegen. 
Diese Gerade, welclie die Gegenpunkte des Dreiecks ABC ent- 
hält, wird seine Axe der Parailelstrahlen genannt. 

Ebenso zeigt man, dass die Punkte E\ F', G' auf einer Ge- 
raden, der Axe der Paraüelstrahien des Dreiecks ÄSC , liegen. 

In den ähnlichen Dreiecken AOL-^ AA'Bi, AOMy^AAC^ ist 
AO : AA' =: AL: AB^ = AM : AC^. 

Es ista]soiM|]B,C, (§32;4.Zus. 1.). Ebenso ist i;F|| B^*^. 

In jedem von zwei perspectivisch collinearen 
Dreiecken liegen die drei Durchschnitte der Parai- 
lelstrahlen auf einer zur Collineationsaxe parallel 
laufenden Geraden, der Axe der Parallelstrahlen 
des Dreiecks. 

Zusatz. Einer Geraden , welche durch C parallel 2U AB 
gezogen wird, entspricht in dem Dreiecke ABC die Gerade CM; 
und so überhaupt jeder Geraden, die A'B" parallel ist, eine Ge- 
rade im Dreiecke ABC, die durch M geht. 

4. Der Strahl BB schneide die Axe der Parallelstrahlen 
LM und F'G-' der perspectivisch collinearen Dreiecke ABC, 
A'BC in P und Q'. — P entspreche dem unendlich fernen 
Punkte P', Q' dem unendlich fernen Q. Dann ist, wenn der 
Durchschnitt von BB mit der Collineationsaxe durch N be- 
zeichnet wird, (1. Zus. 1.) 



(OF . NQ) = (OP . m); 

.'. OP: PN = NQ' : Q'O; 

.: ON : PN ^ NO : Q'O; 

I. PN= Oq; 0P = Q'N. 



(PQ . BO) = (PQ' . SO) 

SO : OP = OB : BQ' 

BP: OP ^ OQ' : BQ' 

II. OP . OQ' = BP . B'Q'. 



Diese Gleichungen bestehen auch zwischen den Senkrechten 
aus 0, N, -B, B auf die Axe der Parailelstrahlen. 

In zwei perspectivisch collinearen Dreiecken ist 
der Abstand des Collineationspunktes von der einen 
Axe der Parailelstrahlen dem Abstände der Colli- 
neationsaxe von der andern gleich. Das Längenpro- 
dukt aus den Abständen zweier entsprechender 
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Ä2 und B.^ zusammen. Äusser- 



Punkte von ihren Axen der Parallelstrahlen ist un- 
veränderlich. 

Zusatz. Wenn die Collineationsaxe durch den Projections- 
punkt geht, so sind die Abstände des letzteren von den Axen 
der Parallelstrahien einander gleich. 

5. Die Drei- 
ecke ABC und 
A'B'C seien 
perspectivisch 
collinear , und 
es treffen ihre 
entsprechenden 

Seitenlinien 
AB und j:B' 

etc. auf der Collineationsaxe in Cg 
dem aber liege Cq, der Durchschnitt von A^ und BA'. auf der 
Collineationsaxe. — Hieraus folgt, dass auch 

AB'C A A'BC und ABC A AB'C 
für die Collineationsaxe A2B3 ist. Mithin kann jede Ecke des 
Dreiecks ASC als zu A'BC gehörig betrachtet werden, und um- 
gekehrt; so dass A' im Dreiecke J-Bt? der Punkt A im Dreiecke 
A'B'C entspricht etc. Folglich muss, wenn man die unter Nr. 4 
gehrauchte Bezeichnung anwendet, BP . S(^ = "SP . B^' sein, 
d. h. Q' fällt mit P zusammen (4. II.). 

Die beiden Axen der Parallelstrahlen fallen also in einer 
Geraden (Mittellinie, nach Möbius: CoUineare Involution, 1856) 
zusammen, und man hat 

I. OP = PN; 
II. OF^ = BP . BP. 

Auch bestehen Gleichungen von gleicher Form zwischen den 
aus 0, JV, B und B' auf die Mittellinie g gefällten Senkrechten. 

Entsprechend der § 50; 5. für involutorische Punktreihen 
einer Geraden aufgestellten Definition ergiebt sich hier folgende: 

Zwei perspectivisch collineare Dreiecke liegen 
involutorisch und bilden vereint ein involutorisches 
Sechseck, wenn jedes aus allen drei entsprechenden 
Eckenpaaren gebildete Dreieck dem durch die drei 
übrigen Ecken bestimmten für dieselbe Collineationsaxe 
pei'Spectivisch collinear ist. Das Längenprodukt aus den Abstän- 

Krase, Geomatrie. 15 
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den zweier entsprechender Punkte von der' Mittellinie wird die 
Potenz der Involution genannt. 

Nun lassen sich die Ergebnisse so ausdrücken: 

I. Zwei perspectivisch collineare Dreiecke lie- 
gen involutorisch, wenn die durch Vertauseliung 
zweier entsprechender Ecken entstehenden Drei- 
ecke die erste Collineationsaxe beibehalten. 

n. In zwei involntorischen Dreiecken fallen die 
Axen der Parallel strahlen zu einer Geraden zu- 
sammen, welche von dem Projectionspnnkte halb so 
weit entfernt ist als die Collineationsaxe, Die Potenz 
der Involution ist dem Längenquadrate des Ab stand es 
der Mittellinie von dem Projectionspunkte gleich. 

Die Sätee über die Axen der ParallelstraMen („Gegenasen") colünearer 
necke finden sicli bei L. J, Magnus: Aufg, und Lehrs. aus d. analyt Geom. 
[1833) § 13. U. 

Zusatz. Es ist A{A'G^NG,) A ÄXAC,NCa), 

.-. (OB . Nff) = {OB' . NB); 

0, S, N, S sind also vier harmonische Punkte. 

In zwei involutorisch liegenden Dreiecken sind 
auf jedem Strahle die beiden entsprechenden Ecken 
nebst dem Projectionspunkte und dem Durchschnitte 
mit der Collineationsaxe vier harmonische Punkte. 

6. Von den Sei- 
tenlinien des Dreiecks 
ABC sei jede durch 
einen inneren und 
einen äusseren Punkt 
harmonisch getheilt, 
und zwar AB durch 
C und F, BC durch Ä und B, CA durch B' und E; ausserdem 
liegen die Punkte D, E, F auf einer Geraden. — Nun ist 
(ÄF . BD . CE) = - 1 
und {EA . KC) = ~ 1, {DC . AB) ^ - l, 
(FB . CA) = - 1. 
Das Produkt dieser vier Gleichungen 

{AC . BÄ . CB') = 1 
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drückt aus, dass die Dreiecke ABC und Ä'S'C perspeetivlscli 



Ebenso findet man, dass die Dreiecke ABC und ÄEF per- 
spectivisck liegen, wenn B'CD eine Gerade ist u. s. w. 

Wird ein Dreieck ABC von einer Querlinie ge- 
schnitten, und man bestimmt auf jeder Seitenlinie 
zu den nun vorhandenen drei Punkten den vierten 
harmonischen Punkt, so bilden die drei neu^nTheil- 
punkte die Ecken eines mit dem ersteren perspecti- 
vischen Dreiecks. 

Betrachtet man ABC als das von den Diagonalen eines voll- 
ständigen Vierseits gebildete Dreieck, so lässt sich der vorstehende 
Satz auf folgende Weise ausdrücken: 

Jedes durch drei Ecke 
Vierseits bestimmte Dreieck, i 
nalendreieck eingeschrieben i 
letzteren perspectivisch eollinear. 
L. 3. Magnus a. a. 0. § 15. 

7. Es seien C, C,, C^ die Mittelpunkte, r, r,, r^ die Halb- 
messer dreier Kreise; J", J^. J^ die inneren Äehnlichkeitspunkte 



eines vollständigen 
ihes dem Diago- 
liegt mit dem 
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der Kreise um C, und C^, C und C^, C und C,. Die Durch- 
schnitte von CjCa und /iJj, CCs und J^ä, ÖC, und JJ^ seien J., 
Xi und A- - Nun ist (§44; 8) 

Cyl : JCi = n ■■ »-a. 
CaJ; : JyC = J-s : r. 

Das Produkt dieser drei Gleichungen 

{CJs . C^J . C,Jy) = 1 
drückt aus (§ 48; 3.), dass die Dreiecke JJ^J^ und CGiC^ per- 
spectivisch eollinear sind, also die Punkte A, Ä.^, A^ auf einer 
Geraden, der Collineationsaxe, liegen. In dem vollständigen Vier- 
seite AAiA^JJiJi sind nun ^417", A^J^, A^J, die Diagonalen, mit- 
hin ist (§'50; 4): 

{ACy . /(%) = (AC, . J^C) = (A(7i . J^O^ — 1. 

Die Punkte A, Xi, A^ sind also die äusseren Aehnlichkeits- 
punkte der drei Kreise (§ 44; 8), 

Das Dreieck zwischen den drei inneren Aehn- 
lichkeitspunkten dreier Kreise ist dem ihm umge- 
schriebenen Dreiecke zwischen den Mittelpunkten 
perspectivisch eollinear, und es treffen ihre ent- 
sprechenden Seitenlinien auf der Collineationsaxe 
in den äusseren Aehnlichkeitspunkten zusammen. 

Oder: Von den sechs Aehnlichkeitspunkten dreier 
Kreise liegen viermal je drei, nämlich die drei 
äusseren, so wie je zwei innere und ein äusserer, 
aufeiner Geraden. 

Zusatz. Da der Berührungspunkt zweier Kreise zugleich 
ein Aehnlichkeitspunkt derselben ist, so folgt: 

Wenn ein Kreis C zwei gegebene Kreise Cj, C^ berührt, so 
liegen die beiden Berühningspunkte mit einem Aehnlichkeits- 
punkte von C, und C^ auf einer Geraden. Letztere geht durch 
den äusseren oder durch den inneren Aehnlichkeitspunkt, je 
nachdem C die Kreise C^ und Cj gleichartig (d. h. beide von 
innen oder beide von aussen) oder ungleichartig (d. h. den einen 
von innen, den andern von aussen) berührt. 
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A 



Dass die drei äusseren Aehnlichlieitspuiikte auf einer Geraden liegen, soll, 
wie Fuas (Nov. Act. Petr. XIV [1803] 139) angiebf, D Alembert zuerst ge- 
funden haben. — J. Steiner; Gelle's J I {lS2h) S 172 173. 

8. Es seien 0, 0' und 
die Projeetionspunkte der per- 
speetiviscli coUinearen Dreiecke 

Ä^C A Ä'S-Q", ABC 

A A:'B"C", ABC A A'B'C 

deren entsprechende Seitenlinien 

je zu dreien in drei Punkten a, ß, y einer Geraden zusammen- 
treffen. — Da die Dreiecke AÄ'A" und BB'B" perspectiviseh auf 
einem Strahlbüschel mit dem Projeetionspunkte y liegen, so liegen 
die Durchschnitte 0, 0' und 0" ihrer entsprechenden Seitenlinien 
jÜÄ" und BB", AÄ" und BB", AA und B:B auf einer Ge- 
raden (1.). 

Wenn drei paarweise perspectiviseh collineare 
Dreiecke die Collineationsaxe gemein haben, so lie- 
gen ihre drei Collineationspunkte auf einer Geraden. 
Chasles: Traite de geom. sup. 388. 

9. (Umkehrung von 8.) Es liegen die Projeetionspunkte 0, 
0\ 0" der paarweise perspectiviseh collinearen Dreiecke Ä'BG' 
A A"B"C", ABC A Ä'B'V" , ABC A ^'^C auf einer Ge- 
raden, — Nun ist 00' die Collineationsaxe der Dreiecke AA'A!', 
BB'B", CC'C", mithin liegen sie perspectiviseh (2.), d. i. AB, 
AB, A"B", sowie BC, B'C, B'G" und CA, CA, CA' treffen 
je in einem Punkte zusammen; diese drei Collineationspunkte 
liegen auf einer Geraden (8.). 

Wenn die drei Collineationspunkte von drei 
paarweise perspectiviseh collinearen Dreiecken auf 
einer Geraden liegen, so haben sie die Collineations- 
axe gemein. 

10. Es seien g, g, g" die Collineationsaxen der pei-specti- 
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viseh collinearen 
Dreiecke A'B'C 
A A"B"C", äSC 
A Ä':b:-C" , ABC 
A A'B'C, welche den 
Collineationspunkt 
gemein haben. — 
Nun treflen entspre- 
chende Seitenlinien 
der Dreiecke « a'a" 
und ßß'ß" , welche 
von den Geraden 
Ba B'C', B'C und 
AC ÄC, Ä'C ge- 
bildet werden, paar- 
weise in den Punkten 
C, C , 0" eines 
Strahles zusammen ; 
mitbin treffen die Ge- 
raden g, ff\ g" oder 
aß, a'^, a'y in einem Punkte zusammen. 

Wenn drei paarweise perspectivisch collineare 
Dreiecke den Collineationspunkt gemein haben, so 
gehen ihre drei Collineationsaxen durch denselben 




P 11. Von einem Punkt E auf 

der Diagonale AC des Vierecks 
ASCD gehen zwei Gerade aus: die 
eine schneidet die Strecken AS, BC 
in A' und B', die andere schneidet 
die Strecken CD, DA in C und D^. 
— Nun sind die Dreiecke ÄA'D' und 
CB'C perspectivisch collinear (l.); 
die Geraden B'C und A'D' treffen 
also in einem Punkte auf der Collineatlonsaxe BD ' zusammen. 
Ausserdem ist jedes der Dreiecke ABC, CDA von einer Quer- 
linie geschnitten (§ 35; 1.), 
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.\ [AÄ . SB' . CE) = — 1, 
(CG' . BD' . AE)= — 1. 
Das Produkt dieser Gleichungen ist 

{AA: . BB' . CC . DB') ^ 1. 

I, Zwei durcli einen Punkt einer Vierecks-Dia- 
gonale gehende Gerade schneiden die vier Seiten- 
strecken des Vierecks unter einem Viereckaehnitts- 
verhältnisse, dessen Werth gleich eins ist. Die 
durch sie von dem Vierecke abgeschnittenen Drei- 
ecke sind perspectivisch collinear. 

II. Umgekehi-t: Theilen die vier Punkte Ä, B, C\ 
D' die Seitenstrecken eines Vierecks ABCB so, dass 

(ÄÄ . BB' . CC . Diy) = 1 
ist, so sind die von ihnen an den gegenüber liegen- 
den Ecken bestimmten Dreiecke AÄB' und CB'C, 
BB^A' und DG'D' perspectivisch collinear. 

Denn, träfe die Diagonale JC mit AB' in U, mit CD' in 
E' zusammen, so hätte man 

(AÄ . BB' . CE) =~ 1, 
{CC . DXf . AE') -= — 1. 
Multiplicirt man diese Gleichungen und berücksichtigt, dass 
(AJ! . BB' . CC . DD") = 1 ist, so erhält man 
CE : EA^ CE' : E'A; 
.-. EA = E'A. 
Die Punkte E und E' fallen also zusammen, und AC ist die 
Collineationsaxe der Dreiecke BA'B', DD'C, w. z. b. w. 
12. In dem vollständigen 

Vierseite ABCDEF schneide ein« 

von B auslaufende Gerade AC 

und DE in J und M, eine von 

F ausgehende CD und AE in L 

und N. — Nun ist (§ 49; 2.) 

(AB . EN) = (CB . DL). 

(EF .DM) = {AF. CJ); 

.'. {AS . EF . DB .CF) ==(DL . CJ . AN . EM). 
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Die linke Seite dieser Gleichung hat den Werth + 1 
(§ 35; 5.), 

.-. {BL . CJ . AN . EM) = 1. 
Die gegenüber liegenden Seitenstreeken. des Vierecks JLMN 
schneiden einander also auf den Diagonalen des Vierecks ACDE. 
Zwei Gerade, welche von zwei gegenüber liegen- 
den Ecken eines vollständigen Vierseits ausgehen, 
schneiden die Seitenlinien des Vierecks zwischen 
den vier übrigen Ecken in den Ecken eines einge- 
schriebenen Vierecks, dessen gegenüber liegende 
Seitenlinien auf den Diagonalen des umgeschrie- 
benen Vierecks zusammentreffen. 

Die drei letzten Satze (11. 12) entwickelte J. V. Poncelet: Traitö des 
propriöes projeciives etc. (1822) 165. 166. ~ OLasles: Traitö de geom. sup. 
402-404. 

13. Je drei 
abwechselnde Sei- 
tenlinien des einem 
Kreise eingeschrie- 
benen Sechsecks 
BEFGHJ bilden 
ein Dreieck, und 
zwar , DE, FG-, 
HJ das Dreieck 
ABG, — GS, JJ), 
EF das Dreieck 
jÜB'C, so dass 
AB und ÄB\ 
JBC und B'C, CA 
und CA auf 
gegenüber liegen- 
den Seitenlinien 
des Sechsecks sich 
/ befinden und zu- 
gleich paarweise 
in C", A" und B" 
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zusammentreffen, — Es sind nun die Strahlbüsehel E(DFGJ) 
und S(DFGJ) congruent (§ 51 ; 5), 

.-. E{DFQJ) A SiJGFD) (§ 50; 2. II.). 

Es sehneiden einander : die Strahlen SF, SJ und ED, HG 
in B" und 0", die Strahlen EF, MF und EG, HG in F 
und (?, die Strahlen i^, iTJ und JE_D, ,HD in J und D. 
Die Geraden B"C", FG und -DJ" gehen also durch einen Punkt 
(§ 51 ; 4), und zwar durch Jl', da nach der Voraussetzung FG 
und DJ diesen Punkt gemein haben. Die Gerade A"B"C" ist 
die Collineationsaxe der Dreiecke ÄJBC und Ä'B'C (2.), 

Zwei Dreiecke sind perspeetivisch eollinear, 
wenn ihre entsprechenden Seitenlinien auf den 
gegenüber liegenden Seitenlinien eines einem Kreise 
eingeschriebenen Sechsecks liegen. 

B. Pascal hat den wesentlichen Inhalt dieses Sataes in seinen Essais pour 
les coniques (1640) angegehen, auch gezeigt, dass er für die Kegelschnitte 
überhaupt gelte. 

14. Einem Kreise ist 
das Sechseck AECA'B'C 
umgeschrieben, von dessen 
Seitenlinien AB und ÄC 
in -D, B'C und a:c in E, 
AB' und AC in F. BC 
und AC in G zusammen- 
treffen. AA' und CC schnei- 
den einander in 0, — 
Nun ist 

DCA!E A AGFC (§ 51 ; 6.) 
.-. DCA'E A GAC'F {§ 49; 2. Zus. 1). 
Die Punkte -B, 0, B', in denen die Geraden DA und CG, 
CC und A'A, A'F und EO' einander schneiden, liegen demnach 
auf einer Geraden (§ 51; 2); AA\ BB' und CC gehen durch 0. 
Zwei Dreiecke sind perspeetivisch eollinear, 
wenn ihre entsprechenden Seitenlinien auf den 
gegenüber liegenden Seitenlinien eines einem 
Kreise umgeschriebenen Sechsecks liegen. 
Brianchon: JoiuTi. de l'Ecole Polytechnique. Cah, XIIL 
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15. Durch die Ecken JB, C, B 

des vollständigen Vierecks (ABCD) 

sei ein Kreis gelegt, welcher die 

V Geraden AB, AG, AD bezüglich 

S', C\ V, schneidet. — Dann fet 
u 
ABC ^ AC"ß\ ACT) -^ AD'C; ADB ^ AßD' 
AB : BC = AC : C'B; CD : DA ^ D'C : CA~ 
I. .'. (AB . CD) = CD' : C'B'. 

Auf gleiche Weise erhält man 
IL {AC . DB) = D'S' : D'C 

ni. (AD . BC) = BC : S'D'. 

Aus diesen drei Gleichungen folgt weiter 
IV. (AB . CD) : (AC . DB) : (AD . BC) = CD' : D'S' : SC. 
Man erhält ferner 

< DCA = AD'C; < ACB = C'SA 
.: ^ BCD = AD'C + CB'A 
V. .-. ^ ABC + CDA ^ SC'D' 

^ ACB + BDA =JC CB'A + Al^ff 
VI. .-. ^ ACB -\- BDA = C^D' 

< DCA + ÄBD = ^ AD'C + B'D'A 
VII. .-. ^ DCA + Ä&D = B'D'C 

Möbius nennt in einem Vierecke die Summe a s je zwei gegenüber 
liegenden Winkein „Doppelwinkel" (Kreisve wa dtscliitt § 11). Mit Be- 
nutzung dieser Bezeichnung iässt sich daa Vorstel ende m folgendem Satze 
zueammenfassen. 

Beschreibt man um drei Ecken eines beliebigen 
vollständigen Vierecks einen Kieis, so schneidet 
derselbe die nach der vierten Ecke gehenden Seiten- 
linien in einem Dreiecke, dessen Streckenverhält- 
nisse und Aus8enwinkei;den Doppelverhältnissen 
und Kreisdoppel winkeln des Vierecks bezüglich 
gleich sind. 

Bretschneider: Grunerts Archiv 11. S. 240. ~ Möbius: Kreiever- 
wandtschaft § 16. 

Zusatz. Die Seitenlinien eines vollständigen Vierecks wer- 
den von den durch je drei Ecken gehenden Kreisen in vier ähn- 
lichen Dreiecken geschnitten. 
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§ 53. 



Colliueation der Tierecke und Vielecke. 



1. Die Vierecke 
XBCEuüAÄB'CE' 
seien perepectivisch 
collineai-, und die 
eiitspre eil enden Sei- 
tenlinien treffen auf 
der CoUineationsaxe 
in L, M. N. Q zu- 
sammen. Der CoUi- 
neationspunkt sei 0. 
— Wenn AE und 
BC in D, SA und 
CE in F, ÄE' und 
B'C in D\ SA' 
und CE' in F' zu- 
sammentreffen , so 
ist |§ 52 ; 2) 

SCF A B'CF; ASD A A'SS'. 

Ferner ist (§ 52; 1) 

ABC A Ä'S'C; ABE A A'B'E'. 

Es sind also die durch die collinearen Vierecke ASCE und 
AS'C'E' bestimmten vollständigen Vierseite und Vierecke collinear. 

Wenn zwei Vierecke collinear sind, so sind auch 
die durch sie bestimmten vollständigen Vierseite 
und Vierecke collinear. 

Zusatz. Werden die Linien .4'^' und A'E' von zwei durch 
pai-allel zu AB und AF gehenden Geraden in T' und W ge- 
schnitten, so ist die Gerade T'W die Äxe der Parallelstrahlen 
des Vierecks Ä'B'C'F', weil sie die Axe der Parallelstrahlen der 




y Google 



Coiiineation. g 53. 



Dreiecke ÄEF' und ÄSD' ist (§ 52; 3). Sind D" und F die 
Durchschnitte der Paralleistrahlen der Pimktreihen AM und EC, 
so bildet UV die Axe der Parallelstrahlen des Vierecks ABCE. 
In perspectivischer Lage sind beide Axen der Parallelstrahlen 
parallel; sie werden also von einer Geraden unter gleichen 
Winkeln geschnitten (§ 52; 3). "Werden sie nun von den Ge- 
raden Aß und J-E unter den Winkeln a und ß geschnitten, so 
ist ^ OT'W = a, < OW'T = ß. Die Schenkel OW und 
03" dieser Winkel sehneiden einander also im Collineationspunkte 
0. So ergiebt sich: 

In zwei collinearen vollständigen Vier Seiten sind 
die Axen der Parallelstrahlen und der Collinea- 
tionspunkt durch die auf zwei Paar entsprechenden 
Seitenlinien liegenden Punktreihen völlig bestimmt, 
2. In den vollständigen Vierseiten ABCBEF, ÄB'C'D'E'F' 
sollen die Punktreihen ABC und AB'C\ AEF und AE'F' als 
collinear betrachtet werden {§ 49 ; 1). — Man lege die Punktreihen 
AEFuRdÄ'E'F'. mm&ABGundAS'C' perspectivisch (§ 49; 1), 
und bestimme (I.) ihre Durchschnitte der Parallelstrahlen Q, V',P, & 
(§ 49; 7). Mittels der Axen der Parallelstrahlen PQ und U'V 

lässt sich nun 
der Collineations- 
punkt in Ver- 
bindung mit 
jedem vollstän- 
digen Vierseite 

bestimmen 

(1, Zus.). Das 

vollständige Vier- 

seit ABCDEF 

ist nun als 

Ä'B-'C"D"E"F" 

mit 

AB'C'D'E'F' 

in perspecti- 

vische Lage 
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zu bringen 






(n.;. Da eil, 




^^^1 


vollständi- 




^^' / 


ges Vierseit 


F>^ 


liV 


durch ein 


^ 


^~^-— vd: 


Viereck be- 


X 


\ / 


stimmt ist 




^jJ^sT 


(1.), so er- 






hält man 




-5*~ 


den Satz: 







Zwei beliebige Vierecke sind colHnear und 
lassen sich stets in perspectivische Lage bringen. 
Möbius: Baryc. Calcul § 230. — Magnus a. a. 0. § 13. 

3. Es seien ABCBEF und 
ÄS'C'D'E'F' zwei collineare Ge- 
bilde, in denen die Geraden CE 
und BF von AD in M und N, 
die entsprechenden G'E' und S'F' 
von -ÄD' in M" und JV" ge- 
schnitten werden. — Nun ist 

(§ 49; 2) 




(AS 


DM) = 


= (AN' . 


VW). 


auch 








AH 


AXB 


AFN 


AFB 


m = 


DEN 


DXF 


DBF' 


DM 


'BSC 


DEM 


DEC 


MA 


10m 


ASS 


AEC 


(AS 


. DM) - 


Xbf 


DÖS 



DBF ACE 

Bezeichnet man die Strecken BF, CE durch g und h, die 
von A und auf sie gefällten Senkrechten durch Ag, Ah, Dg, 
Dh, so ergiebt sieh aus der Endgleichung die folgende 
Ag Bh 
'' I)g ■ AK 



{A^ . BM) - 
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Auf gleiche Weise i 
{Ä'N' 



D'M') . 



I. 



auch II. 



: {AN . DM) u. f 



arhält man für ÄB'C'D'E'F' 
Äg I/K 
'' I/g ' A'h" 
Ag_ I)h ^ Äg J)'Ä' . 
~ Wg' ■ 3T' 
~ÄB F ~DCE _ äWF' B'eW 
^BF ■ ~ÄCE I/BF" ■ ä:C'E'' 

Mobius: Baryc. Gab. g 221; 3. — Magnus: Au%. etc. § 11. 

4. Ist eine der beiden letzten Gleichungen {I. II.) gegeben, 
so lässt sich daraus umgekehrt der Schluss ableiten, dass 
{AN . DM) = {A'N . D'M') sei. Denn es ist 

Ag : Dg == AN : ND; DJi : Äh = DM : MA; 
Ag_ Dh 
''' Dg ' Ah '' 
.-. {AN . DM) = {AN . D'M'). 
Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse zwischen Drei- 
eckstläehen in collinearen Sechsecken (oder Fünfecken, wenn 
zwei Ecken wie B und C zusammenfallen) folgt also die Gleich- 
heit der Doppel Verhältnisse in entsprechenden Punktreiheu. 

g 54. 

Collineare Kreisg'ebilde (Pol und Polare; Potenzlinie). 

1. Colhneare Bogen eines Kreises und collineare Kreise 

nebst den durch sie bestimmten entsprechenden Gebilden sollen 

der Kürze wegen als „collineare Kreisgebilde" bezeichnet 

werden. 

2. Von einem äusseren Punkte 
aus seien an einen Kreis zwei 
Tangenten gelegt, die ihn in A und 
B berühren, so dass AB die Sehne 
zwischen den Berührungspunkten 
{Berührungssehne) ist. Durch ge- 
hen ferner zwei Sekanten, von denen 
die eine, welche den Mittelpunkt des 
Kreises enthält (Mittelpunktssekante), den Kreis in Cund E, die 
Sehne AB in D, die andere den Kreis in F und H, die Be- 
rührungssehne m G- sehneidet. — Da nun -^ OAC = OAD und 
^ GAE = 90" ist, so sind 0, 0, D, E vier harmonische Pnnkte 
(§ 49; 8). In dem Strahlbüschel R{OCDE) ist aber ^ CHE 
= 90", mithin — wenn HD den Kreis in J trifft — ^X OHC 
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= CHT (§ 49; 10) und ^ FDC = CDJ . < OBG ist aber 
recht, folglich ist iBiOFGH) ein harmonischer Strahlbüsehe! 
(§ 49; 8). 

Errichtet man in auf OC eine Senkrechte und verlängert 
HJ, bis sie diese Senkrechte in K trifft, so ist, weil ^ FOC=^ COJ 
und < COS" = 90», OiKJBH) ein harmonischer Strahlbüschel. 
Ä", J", D, ^ sind vier harmonische Punkte. 

I. Zieht man von einem äusseren Punkte eine 
Sekante und die beiden Tangenten nach einem Kreise, 
so wird die Sekante von dem Kreise und der Be- 
rührungssehne harmonisch getheilt. 

Pappos VII-, 1S4. 

II. Wird eine Mittelpunktssekante durch den 
Kreis, einen inneren und einen äusseren Punkt har- 
monisch getheilt, so wird jede durch einen dieser 
Punkte gehende Sekante von dem Kreise und der in 
dem andern Punkte auf der Mittelpunktssekante er- 
richteten Senkrechten harmonisch geschnitten. 

Pappos VH; 161. 

3. Von 2v/ei Sekanten BD, 
EG geht die eine, BB, durch den 
Mittelpunkt M eines Kreises; jede 
ist durch einen inneren und einen 
äusseren Punkt harmonisch getheilt, 
nändlch BB durch A und C, EG 
dMch A und F, so dass sie den 
Punkt A gemein haben; die beiden 
andern Punkte, und F, sind 
durch eine Gerade verbunden. — 
Fällt man aus M auf EG die Senk- 
rechte ilßV, so ist 

AB . AB = AC . AM, 
AE . AG == AF . AJ^; 
AB . AB = AE . AG (% 42; 9); 
.-. AC . AM = AF . AN; 

AC : AF = AN: AM; 
.-. ACF'^ ANM (^ 42; 3). 
41so ist -^ ACF = 90». 
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Zieht man durch A eine beliebige andere Sekante, welche 
den Kreis in .H" und K schneidet, und es ist J der vierte har- 
monische Punkt derselben, so folgt aus dem Vorstehenden, dass 
^ ACJ = 90" und FGJ eine Gerade ist. 

Werden zwei Sekanten durch den Kreis und je 
einen inneren und einen äusseren Punkt harmonisch 
getheilt, und haben sie einen der letzteren Punkte 
gemein, so steht die Verbindungslinie der beiden 
übrigen auf der durch den gemeinschaftliehen Punkt 
gehenden Mittelpunktssekante senkrecht. 

Anmerkung. Aus AB . CD = BC . AD folgt: 
BC . ÄD = BC . AC + BC . CD; 

.: AB . CD + CB . CD + AB . ÄC = AB . AC + BC . AC; 
AB . AD + CB . CD ^ AC-'. 

Mit dieser Voraussetzung bildete der obige Säte einen Theil vom 7. Satee' 
im zweiten Buche der „Ebenen Oerter" des ApoUonius. Eobert Simson 
verbesserte die darüber berielitende Stelle des Pappos (VH Einl.) in diesem 
Sinne (im Jahre 1749) und bewies den Satz. — ApoUonius ebene Oerter, wieder 
hergestellt von R. Simson, übersetzt Ton J. W. Camerer S. 322—827. — Der 
Sammlung des Pappos von Alex. 7. und 8. Buch; griechisch und deutsch von 
C. J. Gerhardt S. 27. 

4. Auf dem Kreise um M liege 
das vollständige Kreisviereck ABCB. 
Von seinen Nebenecken befinde sich 
j E, der Durchschnitt von AC und BD 
■H^ innerhalb, F, der Durchschnitt von 
AB und Cl) ausserhalb desselben, 
und G desgleichen. — Schneidet die 
Diagonale EG den Kreis in L und N, 
die Strecken AB und OD in H und 
J, so sind F, A, S, B und F^ B, J, C je vier harmonische 
Punkte; Ansteht also senkrecht auf JlfF (3.). Aehnliches gilt 
für die beiden übrigen Diagonalen. 

Die Gerade, welche den Mittelpunkt eines Krei- 
ses mit einer Nebenecke des vollständigen Kreis- 
vierecks verbindet, steht auf der durch die beiden 
andern Nebenecken gehenden Diagonale senkrecht. 

Zusatz. Die Diagonale EG geht durch die Berührungs- 
punkte L, N, der von F aus, die Diagonale EF durch die Be- 
rührungspunkte 0, P der von G aus an den Kreis gelegten 
I (2.)- 
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Jede durch die innere Nebeneeke eines vollstän- 
digen Kreisvierecks gehende Diagonale schneidet 
den Kreis in den Berührungspunkten der aus der 
dritten Nebenecke an den Kreis gelegten Tangenten. 

5. Die Kreisdreiecke ABC 
und Ä'B'C liegen perspectivisch 
auf einem Strahlbüschel mit dem 
Collineationspunkte 0. Ihre ent- 
sprechenden Seitenlinien AB und 
ÄS', BC und B'G\ CA und G'A! 
treffen auf der CoUineationsaxe in 
D, a, E zusammen {§ 52; 1). M 
ist der Mittelpunkt des Kreises, — 
Werden in dem vollständigen 
Vierecke (AA'B'B) die Seitenlinien 
AA\ BB" von der Diagonale DE 
in / und L geschnitten, so sind 
0, A, J, Ä und 0, B. L, B' je 
vier harmonische Punkte (§ 50; 
4. Zus.). Ebenso theilt in dem 
vollständigen Vierecke (BB'CC) die 
Diagonale F& die Seitenlinien BB' 
und CG' harmonisch. Diese Dia- 
gonale schneidet also BB' in L\ 
sie treffe CC in K. Die Punkte 
J, i, K liegen demnach auf einer 
Geraden, welche auf MO senkrecht 
steht (3.j. Die Gerade JK ent- 
hält aber auch die Punkte J> und 
G; sie ist mithin die CoUineations- 
axe der Dreiecke ABG, AB^C. 

Weil ferner die Geraden A^ 
und AB, B'C und BC einander 
auf der CoUineationsaxe DG sehnei- 
den, so ist für die nämliche Col- 
lineationsaxe 

ABCAA'B'G' nni AD" C7\ ABC; 
die perspectivisch collinearen Drei- 
ecke ABG und Ä'B'C liegen also 
involutorisch (§ 52; 5). 
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Zwei perspeetivisch eol lineare Kreisdreiecke 
liegen iEvolutorisch; ibreCollineationsaxe steht auf 
der Geraden senkrecht, welche durch den CoUi- 
nationspunkt und den Kreismittelpunkt geht; die- 
selbe theilt mit dem Kreise und dem Collineations- 
punkte jeden CoUineationsstrahl harmonisch. 

Zusatz. Liegt der ColIineatioQSpunkt ausserhalb des 
Kreises, und es schneidet die Collineationsaxe den Kreis in P 
und Q, so geht die Sehne PQ durch die Punkte J, K, L (2.) ; sie 
fällt also mit der Collineationsaxe zusammen. 

Liegt der Collineationspunkt zweier perspec- 
tivischer Kreisdreiecke ausserhalb des Kreises, so 
fällt die Collineationsaxe mit der Gferaden zusam- 
men, welche die Berührungspunkte der aus dem 
Collineationspunkte an den Kreis gelegten Tangen- 
ten Yer bindet. 

6. Es seien ABCDE . . , Ä'B'CD'E' . . zwei Kreisvielecke, 
welche auf einem Strahlbüschel mit dem Projectionspunkte per- 
spectivisch liegen. — Nun ist (5.) 

ABC A ÄB'C; BCD A BCD'; CDE A G'D'E' etc. 

Die Collineationsaxe eines jeden Dreieckspaares theilt die 
Projectionsstrahlen JA', SS, CC, DD', ES etc. in A, B,„ C>„ 
D„ , Et, hai-monisch ; die Collineationsaxen AnB^Ca , B^C^Dq, 
CqBs,E„ etc. haben paarweise zwei Punkte gemein : sie fallen also 
in eine Gerade zusammen. 

Die eolUnearen Dreieckspaare 

AB'C A ABC; BCD A BCP; CD'E A G'BE' etc. 
haben die Collineationsaxen mit den obigen Paaren gemein (5.); 
die Kreisvielecke ADOBE . ., A'BC'D'E' . . sind also collinear 
und hegen involutorisch. 

Zwei perspectiviseh auf einem Kreise liegende 
»ecke sind collinear und liegen involutorisch. Ihre 
Collineationsaxe theilt mit dem Kreise und dem Col- 
lineationspunkte jeden CoUineationsstrahl harmo- 
nisch und steht auf dem durch den Mittelpunkt ge- 
henden Strahle senkrecht. 

Zus. 1. Liegt der Collineationspunkt ausserhalb des Kreises, 
80 wird dieser von der Collineationsaxe in den Berührungspunk- 
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teil der durch den Collineationspunkt' gehenden Tangenten ge- 
schnitten (5. Zus.). Die in entsprechenden Punkten A und Ä', 
S und S" u. s. w, an den Kreis gelegten Tangenten treffen als 
entsprechende Linien ebenfalls auf der Collineationsaxe zu- 
sammen. 

Zus. 2. Jeder Kreis kann mittels eines Strahlbüschels als 
ein involutorisehes Gebilde mit zwei oder keinen Doppelpunkten 
dargestellt werden, je nachdem die Collineationsaxe ihn schneidet 
oder nicht. 

Anmerk. Collineationspuiikt und Collineationaaxe der Gebilde eines 
Ereisea haben noch andere Namen erhalten. Servoia nannte (Gergonne, 
Ann. de Math. I. [1810] p. 337) ersteren „Pol einer Geraden" {der CoU.- 
Ase), Gergonne (Ann. 111. p. 297) letztere „Polare eines Punktes" (des 
Coli. -Punktes). Hiemach heisst z. B. die Berührangssehne der beiden Ton 
einem äusseren Punkte an einen Kreis gelegten Tangenten die Polare jenes 
Punktes, dieser Punkt der Pol der Sehne. J. Steiner gebrauchte tur jenen 
Punkt und diese Gerade die Bezeichnungen: „harmonischer Pol der Ge- 
raden" und „Harmonische des Punktes". Syst. Entw. S. 163. — 
Vgl. MöbiuS! Baryc. Calcul g 272. 

7. Die Kreise um M 
und Jf werden von dem 
Kreise um JVin .4, JB und 
A!, ^, von dem Kreise 
um L in C, D und C, D' 
geschnitten; J-B und Ä'B" 
treffen in P, CD und 
CD' in Q zusammen. — 
Nun ist (§ 42; 11) 

PN^ — AN^ = FM^ — AM^ = FM"' — A'M'^; 
QL^ — CL^ = QM' — CM^ = QM^ — C'M^; 
.', PM' ~ FM'^= QM^ — QM'^ = ÄM^ — A'M'K 
Fällt man aus F eine Senkrechte PO auf MM', so hat man 

FM^ - OM^ = PM'^ — 0M'^\ 
.: PM' — PM'^ = OM^ — OM'^ = ÄM^ — A'M''; 

.-. OM^ — AM^ = OM'^ — ÄM'K 
Es haben also die drei Punkte P, Q, gleiche Potenzen in 
Bezug auf die Kreise um M und M'. 
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Ist S die Mitte von MM\ so hat man (§ 43; 1) 
PM« _ pjf'2 = 2 MM' . OS = AM^ ~ A'M'^ 
AM'' — AM"" 
2 'MM' 



.\ OS = 



Für den Abstand des Punktes S von dem Fusspunkte der aus 
Q auf MM' gefällten Senkrechten erhält man genau denselben 
"Werth. P, Q und liegen folglieh auf einer Geraden, welche 
MM' rechtwinklig schneidet, und in welcher jeder Punkt gleiche 
Potenzen in Bezng auf die Kreise um M und M' hat. 

Werden zwei feste Kreise von einem beliebigen 
dritten geschnitten, so treffen die beiden gemein- 
schaftlichen Sekanten auf einer Geraden zusammen 
welche auf der Centralen der festen Kreise senk'- 
recht steht, und in welcher jederP unkt in Bezug auf 
letztere gleiche Potenzen hat. 

Anmerk. Die Linie FQ wurde von J. Steiner 1826 die „Potenz- 
linie" der Kreise um M und M genannt. 

Zus. 1. Wenn zwei Kreise einander sehneiden, so ist ihre 
gemeinschaftliche Sekante zugleich ihre Potenzlinie (§ 42; 11). 

Schneidet also von drei Kreisen jeder die beiden 
andern, so treffen ihre drei gemeinschaftlichen Se- 
kanten in einem Punkte zusammen. 

Die Potenzlinie zweier Kreise, die einander berühren, geht 
durch ihren Berührungspunkt, 

Zus. 2. Legt man von 
irgend einem Punkte P der 
Potenzlinie zweier Kreise 
aus an letztere die 4 Tan- 
genten, so sind die Abstände 




der Berührungspunkte von P einander gleich. Es geht also 
durch die vier Berührungspunkte ein Kreis, der P zum Mittel- 
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punkte hat, und welcher ein Orthogonalkreis der heiden 
andern Kreise genannt wird. 

Ist T ein Durchschnitt des Orthogonalkreises um P mit dem 

Kreise um ili, so ist ^ FTM = -, also auch der Kreis M ein 

Orthogonalkreis des Kreises P. 

Zus. 3. Liegt die Potenzlinie ganz ausserhalb der Kreise 
um M und M', und ist der Durchschnitt von MM' mit der 
Potenzlinie, so hat man 

FM'' = FT^ + MT^ = PO'' + MO''. 
Da aber nach Voraussetzung MT < MO. 
.-. FT > FO. 

Der Orthogonalkreis um F schneidet also die Centrale MM'. 
Dies geschehe in A und B. Dann ist 
OÄ = OB. 
FT^ -= FM^ — MT^ =. FO^ + MO^ — MT^; 
FT^ = FA^ = FO' + ^0*; 

.-. AO' = MO^ — MTK 

Es gehen demnach alle Orthogonalkreise der Kreise um M 
und M', deren Mittelpunkte auf PO liegen, durch die festen 
Punkte A und B. 

I. Alle Kreise, welche einen gegebenen Kreis 
orthogonal schneiden, und deren Mittelpunkte auf 
einer ausserhalb des gegebenen Kreises liegenden 
Geraden sich befinden, gehen durch einen Punkt der 
Senkrechten, welche vom Mittelpunkte des gegebe- 
nen Kreises auf die erwähnte Gerade gefällt wird. 

Eine Umkelinir^ des vorstehemien Satzes enthielt der 7, Satz im zweiten 
Buche der „Ebenen Oerter" des Apollonius (Pappos: Samml. Gerhardt, 
S. 24}; eine zweite Umkehrung bewies Pappos; VII; 159. 

IL Wenn die Potenzlinie zweier festen Kreise 
ausserhalb derselben liegt, so schneiden alle ge- 
meinschaftlichen Orthogonatkreise derselben die 
Centrale jener beiden Kreise in zwei festen Punkten. 
J. Steiner: CreUe's Journ. I. (1826) S. 166. 
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8. Aus einem Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise um M 
und M! seien zwei Sti-ahleii gezogen, welche die Kreise in J., JS 






und J[', B', sowie in C, -D und C, -D 
dasB Jl£4 1 M'E' und ;irC || M'D' ist. ■ 



sciineiden, und zwar so, 
- Nun ist 



OÄ .OB = 00 . 0D;\ ,. ,„. „ , 
OÄ .OJf=OC\ OD-.) <§ ''^' ^> ■• 



OB-.OA' — 00:01)' 
OB . OB'; 



OM : OM' — OAiOB 
.: OÄ . OÄ 

OÄ . OD = OB . OC; 

OÄ . OC = OB . OB; 

OB . OB' = OÄ . OC; 

OB . OC — OÄ' . OD; 

OC . OC = OD . OD. 
Aus I. und II. ergiebt sicli 

OÄ . OÄ = OC . OC; I 

OB . OB = OD . OD; 

OÄ . OÄ — OD . OD; !"■ 

OB . OS = OC . OC. \ 
Durcli die vier letzten Gleichungen (III,) sind vier Kreise, 
ÄAC'C, BBDD, ÄÄDD, BBC'C bestimmt (§ 42 ; 12), welche 
die Kreise um M und M' schneiden. Die gemeinschaftlichen 
Sekanten eines jeden von jenen vier Kreisen mit diesen beiden — 
AC nnd ÄC, BD und BD, AB und ÄD, BC und BC — 
treffen also auf der Potenzlinie der Kreise um M und M' zu- 
sammen (7.), BC und BC in P, BD und BD in Q etc. Die 
entsprechenden Strecken, ÄC und ÄO' etc., sind aber im Allge- 
meinen nicht parallel: sie sind folglich collinear und ihre Colii- 
neationsaxe ist die Potenzlinie der Kreise um M und M'. 

I. Jeder Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise ist 
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zugleich ein Collineatioiispunkt derselben, dieColli- 
neationsaxe fällt mit ihrer Potenzllnie zusammen, 
und auf jedem Collineationsstrahle sind die nicht 
ähnlieh entsprechenden Punkte einander eoUinear 
entsprechend. 

Vgl. J. Steiner: Geometr. Constructioneii etc. (1833) § 17. 
Arnnerk. Die CoUineationsaxe zweier Kreise nannte Gaultier 
1812 (Jouni. de l'Bcole Polyt. XVl. p. 139} „Axe radical", Poncelet 1822 
(Traitö des propr. proj. 56) „secante ou corde röelle et ideale", Plücker 
1828 (AnaIyt.-geom. Entw. 93) „Chordale". 

Wenn der Mittelpunkt M' des einen 
Kreises, der durch einen festen Punkt S 
der Centralen geht, sich unendlich weit 
entfernt, so rückt der Collineationspunkt t 
bis zum Kreise um M vor, weil die 
durch gehende gemeinschaftliche Tan- 
gente beider Kreise dann auf der Cen- 
tralen senkrecht steht. Der Kreis um M' streckt sich nändich 
zu einer Geraden g, und diese kann mit einer Tangente des 
Kreises um M nur einen unendlich fernen Punkt gemein haben, 
ohne von ihr geschnitten zu werden. Von zwei entsprechenden 
Punkten eines Collineationsstrahls fallt nun der eine mit zu- 
saminen, der andere ist unendlich fern, so dass nur noch zwei mit 
endliche Strecken einschliessen , wie £ und B' , B und B' 
in der Figur-. Dass durch die Punkte jB, S, B\ J) ein Kreis 
geht, ist klar (§ 42-, 14). 

n. Ein Kreis und eine Gerade sind perspecti- 
viseh collinear für einen Collineationspunkt derauf 
dem Kreise liegt, wenn der durch diesen Punkt 
gehende Durchmesser auf der Geraden senkrecht 
steht; die Collineationsaxe fällt mit der Geraden 
zusammen. 

9. Es sei der Colli- 
neationspunkt zweier Kreise, 
welche von vier durch 
gehenden Strahlen in den ent- c'l 
sprechenden Punkten A und 
Ä, B und B\ G und C\ B 
und B' geschnitten werden. — 
Alsdann ist (8.) 




y Google 



OA . OÄ = OB . OB' = OC . OC = OD OD'. 
.'. OAB ^ OB'Ä; OBC ^ OÜ'B" ; OCD ^ OD'C ; ODA '^ OÄD' 
.-. AB : OB ^ B'Ä : OA! ; 
OB : BC = OC : C'B! ; 
CD : OD = D'C : OC; 
OD : DA= OÄ : AID'. 
Das Produkt dieser vier Gleichungen ist 

{AB . CD) = {B'Ä . D'C); 
.'. {AB . CD) = {AB' . CD'). 
I. In zwei eoUinearen Kreisvierecken sind die 
durch entsprechende Ecken bestimmten Doppelver- 
hältnisse einander gleich. 

A, F. Möbius: KreisverwaEdtsehaft (Leipzig 1855) § 11. 



Wenn der eine Kreis sich zu einer 

(f Geraden g streckt (8. II.), so erhält 

9 man mittels des 

folgenden Satz: 



II. Ein Strahlhüschei, dessen Projectionspunkt 
auf einem Kreise liegt, schneidet diesen Kreis und 
jede Gerade unter gleichen Doppelverhältnissen. 

Zusatz. Fällt der Strahl OD mit der Tangente zusammen, 
die in den Kreis berührt, und g parallel läuft, so hat man 
{AB . CO) = BÄ : B'C. 
Anmerk. A. F. Möbius nennt zwei Gebilde, ABCD.. na&ÄB'CD' .. 
kreiaverwandt, -wenn dieselben auf einem Strahlbüscliel mit dem Projections- 
puokte O so liegen können, dass je zwei Paare entsprechender Punkte, -A, Ä' und 
By B' u. s w., sich auf einem Kreise befinden, oder, dasa OA . OÄ' = OB . OB' . . 
ist. beschreibt man um einen Kreis k mit dem Radius ?■ = i/ OA . OA', so 
entepiickt jeder Punkt P desselben aick selbst, weil OF^ = OA . OA' ist. Zu 
einem beliebigen Punkte E dra ersten Gebildes erhält man den entspreclienden 
E' des zweiten, wenn man durch A, A' und E einen Kreis legt. Der Strahl 
OE schneidet denselben in B. Hun hegt E' ausserhalb oder innerhalb des 
selbstentsprechenden Kreises k, je nachdem E innerhalb oder ausserhalb d^- 
Belben angenommen wurde. Lässt man E mit O ausammenfallen, so rückt £" 
in die ncendlicte Ferne. In jedem Gebilde entspricht also dem unendlich 
fernen Punkte des andern. O wird der Centralpunkt der treiaverwandten 
Gebilde genannt. 
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In zwei kreisverwandteD Gebildea entspricht jedem, nicht durch den Gen- 
.ralpunkt gehenden Kreise ein nicht durch diesen Punkt gehender Ereis (8. I.), 
jedem durch den Centralpunkt gelinden Kreise eine nicht durch diesen Punkt 
gellende Gerade (8, II.), jeder durch den Centralpunkt gehenden Geraden eine 
solche Gerade (Strahl). 

A. F. Möhiusr Kreisverwandtschaft § 6. 
Wir wenden uns zu der Betrachtung derjenigen Strahl- 
büschel, deren Projeetionspunkte die Mittelpunkte coUinearer 
Kreise, und deren entsprechende Strahlen nach coUinear ent- 
sprechenden Kreispunkten gerichtet sind. Diese Strahlbtlschel 
sollen Centralbüschel, ihre Strahlen Centralstrahlen 



Die Kegelechnitte. 

1. Die Linien , auf denen sich die nach entsprechenden 
Punkten gerichteten Centralstrahlen zweier perspeetivisch 
collinearer Kreise (§ 54; 8) schneiden, werden Kegelschnitte 
genannt. Die Mittelpunkte der beiden Kreise heissen die Brenn- 
punkte (foci) der Kegelschnitte. 

2. Es seien F und F' 
die Mittelpunkte zweier 
Kreise, ihr Coilineations- 
punkt, c die Coilineations- 
axe, A und A', JB und S', 
C und C je zwei ent- 
sprechende Punkte der- 
selben. FA und F'A' 
treffen in % FB und F'S 
in S9, FC und F'C in E 
zusammen. — Nun sind 31, SB, S Punkte des Kegelschnitts, der 
durch die beiden Kreise (nach 1.) bestimmt ist. Schneiden AS 
und ÄS einander in L, so liegt dieser Punkt auf der Collinea- 
tionsaxe c der beiden Kreise (§ 54; 8). Es sind jetzt die Drei- 
ecke AÄ% und BB'SB perspeetivisch collinear, weil je zwei ent- 
sprechende Seitenlinien derselben auf einer Geraden zusammen- 
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treffen, AA' und BB" in 0, Ä% und B^ in F, Ä'% und S'fB in 
F' (§ 52; 2). Ihi- Collineationspunkt ist aber L, da AB und 
A'B" in diesem Punkte zusammentreffen. Auf gleiche Art lässt 
sich zeigen , dass auch AC, A'C und Sfß, sowie BC, B'C und 
J86 auf der Collineationsaxe e zusammentreffen. Der durch die 
beiden Kreise bestimmte Kegelschnitt ist also perspeetivisch 
collinear mit der Collineationsaxe c dem Kreise um F für den 
Collineationspunkt F, dem Kreise um F' für den Collineations- 
punkt F'. 

Das Ergebniss lässt sich kurz so zusammenfassen: 

Die aus den Mittelpunkten zweier perspeetivisch 
collinear er Kreise nach entsprechenden Punkten 
derselben gehenden Strahlen treffen auf einem 
Kegelschnitte zusammen, welcher jedem der Kreise 
für seinen Mittelpunkt als Collineationspunkt per- 
speetivisch collinear ist; die Collineationsaxe fällt 
mit der der beiden Kreise zusammen, 

Zusatz. Zwei entsprechenden Sekanten oder Tangenten der 
Kreise entspricht eine Sekante oder Tangente des collinearen 
Kegelschnitts. Werden also die Kreise um F und F' in A und 
A! von zwei Tangenten berührt, die in N zusammentreffen, so 
berührt JV9t den Kegelschnitt in 91. 

3. Es sei der Colli- 
neationspunkt der Kreise 
F und F (I.). Ein 
, Collineationsstrahl schneide 
I den Kreis um _F in .4 und 
B, den Kreis um F' in A' 
und B" so, dass FA \\ F'B', 
FB II F'Ä ist. FA und 
I^A' treffen in 21 zusammen. — Da ^ und A' collinear ent- 
sprechende Punkte der Kreise sind, so ist 91 ein Punkt des durch 
sie bestimmten Kegelschnitts (1.). Man hat nun 




^ FAA' = F'B'A' = B'A'F' -- 



^ AÄt 
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Liegt F' unendlich fern (11.), so 
hat man 

< AOF = FAO = %AA' = AA'^ ; 
.-. SU = %A. 




In zwei perspectivisch collinearen Kreisen sind 
je zwei entsprechende Punkte von dem ihnen ent- 
sprechenden Punkte des perspectivisch collinearen 
Kegelschnitts gleichweit entfernt. 

Zusatz. Da %A durch F, %A durch F' geht, so berührt 
der Kreis um 91, auf welchem die Punkte A und A' liegen, die 
Kreise um F und F' in den gemeinschaftlichen Punkten. Die 
Berührung ist entweder gleichartig oder ungleichartig, 
je nachdem der Kreis um 31 die beiden andern Kreise zugleich 
ein- oder aussehliesst , oder den einen ein- und den andern 
ausschliesst. 

Die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei ge- 
gebene Kreise, oder einen Kreis und eine Gerade, 
gleichar,tig oder ungleichartig berühren, liegen auf 
einem Kegelschnitte. 

4, Es seien A und A' 
zwei entsprechende Punkte der 
collinearen Kreise um F und 
F'; 31, der Durchschnitt von 
FA und F'A\ sei der ihnen 
entsprechende Punkt des colli- 
nearen Kegelschnitts. — Die 
in A und A' an die beiden 
Kreise gelegten Tangenten 
mögen in dem Punkte P der Collineationsase zusammentreffen. 
Dann ist F^ eine Tangente des Kegelschnitts, auf welchem die 
entsprechenden Centralstrahlen der beiden Kreise einander 
schneiden, und 21 ihr Berührungspunkt. Nun hat man %A = %A' 
(3.) und PA = PÄ (§ 54; 7. Zus. 2). Die Strecke AA' wird 
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daher von P9l senkrecht halhirt (§ 19; 6. Zus. 2), und es ist 
(§ 18; 4. Zus. 2.) ^ P3U = mA'. 

I. Der Abstand zweier entsprechender Punkte auf 
zwei perspectiviaeh collinearen Ki'eisen wird durch 
die an den collinearen Kegelschnitt in dem ent- 
sprechenden Punkte gelegte Tangente senkrecht 
halhirt. 

II. Die Tangente eines Kegelschnitts bildet mit 
den von dem Berührungspunkte nach den Brenn- 
punkten gehenden Geraden gleiche Winkel. 

Apollonius: Kegelschnitte (Deutaci von H. Balsam. Berlio 1861.) HI; 

5. Mittels des unter Nr. 2 Festgestellten lässt sich eine 
Reihe von Sätzen, die für einen Kreis bewiesen wurden, auf die 
Kegelschnitte übertragen, indem jedem einem Kreise ein- oder 
umgeschriebenen Gebilde ein ein- oder umgeschriebenes Gebilde 
des collinearen Kegelschnitts entspricht, und umgekehrt. Man 
erhält so z. B, folgende Sat^e: 

I. Zwei Dreiecke sind perspectivisch collinear, 
wenn ihre entsprechenden Seitenlinien auf den 
gegenüber liegenden Seitenlinien eines einem Ke- 
gelschnitte eingeschriebenen Sechsecks liegen 
(§ 52; 13). 

B. Pascal: Essais pour les coniquea (1640). 

n. Zwei Dreiecke sind perspectivisch collinear, 
wenn ihre entsprechenden Seitenlinien auf den 
gegenüber liegenden Seitenlinien eines einem Kegel- 
schnitte umgeschriebenen Sechsecks liegen (§52; 14). 
Brianchon: Journ. de l'Ecole Polyt. Cab. Xni. 

III. Zieht man von einem äusseren Punkte eine 
Sekante und zwei Tangenten nach einem Kegel- 
schnitte, so wird die Sekante von dem Kegelschnitte 
und der Berührungssehne harmonisch getheilt 
{§ 54; 2). 

ApolIoniQs: Kegelschnitte HI. g 37. — IV. || 1— i. 9—12. 

IV. Zwei perspectivisch auf einem Kegelschnitte 
liegende wecke sind collinear und liegen involuto- 
risch. Ihre CoUineationaaxe theilt mit dem Colli- 
neationspunkte und dem Kegelschnitte Jeden Colli- 
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neationsstrahi harmonisch UDd steht auf dem durch 
den Brennpunkt gehenden Strahle senkrecht (§ 54; 6). 
J. Steiner a. a, 0. g 44. I. 

6. Durch die verschiedene Lage des Collineationspunktes 
zweier coUinearen Kreise werden drei Hauptforraen von 
Kegelschnitten bestimmt (1.). Man erhält nämlich 

I, eine Ellipse, wenn der Collineationspunkt innerhalb, 
II. eine Hyperbel, wenn er ausserhalb beider Kreise liegt; 

ni. eine Parabel, wenn er auf dem einen Kreise sich be- 
findet und der andere (mit unendlich fernem Mittelpunkte) eine 
Gerade bildet. 

Zusatz. Liegt der Collineationspunkt auf beiden coUinearen 
Kreisen (in ihrem Berührungspunkte, § 54; 7. Zus. 1), so treffen 
die nach entsprechenden Punkten gerichteten Centralstrahlen nur 
in den Mittelpunkten zusammen; der Kegelschnitt ist alsdann auf 
seine Brennpunkte beschränkt, 

7. Der Collineationspunkt 
der beiden Kreise um F 
und F" liege entweder inner- 
halb oder ausserhalb beider 
Kreise. Durch gehe ein 
Strahl, welcher den Kreis um 
F m Ä ai\d S^ den Kreis um 
F" in J! und B" so schneidet, 
dass Ä und A\ sowie S und 
JB" einander collinear 

entsprechen , mithin 
J'^||i^B'undi^-_Bi|^^' 
ist. — Treffen nun FA 
und F'A' in % FB und 
F'B' in 59 zusammen, 
so sind 91 und fQ Punkte 
einer Ellipse oder Hyper- 
bel, je nachdem inner- 
halb oder ausserhalb der 
beiden coUinearen Kreise 
liegt. 

Es ist nun F%F'I8 ein Parallelogramm, in welchem FF' die 
eine, 31S8 die andere Diagonale bildet. Der Punkt M, in weichem 
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diese Diagonalen einander halbiren, wird der Mittelpunkt des 
Kegelschnitts genannt. 

Jeder Collineationsstrahl der beiden Kreise bestimmt also 
zwei Punkte des Kegelschnitts, welche von M. gleichweit ent- 
fernt sind. 

Jede Gerade, welche in einer Ellipse oder Hy- 
perbel durch den Mittelpunkt der von den Brenn- 
punkten begrenzten Strecke geht, trifft den Kegel- 
schnitt entweder gar nicht oder in zwei Punkten, 
deren Abstand durch jenen Mittelpunkt haibirt wird- 
Apollonius: Kegelschnitte I; § 30. 

Zusatz. Die in 91 und SB an den Kegelschnitt gelegten 
Tangenten stehen auf dem Strahle OA senkrecht (4.), sind also 
parallel. 

In einer Ellipse oder Hyperbel sind die Tangen- 
ten an je zwei Punkten parallel, deren Verbindungs- 
linie durch den Mittelpunkt des Kegelschnitts geht. 

poUonius: K^eUchnitte U. § 27. 31. 

~ 8. Es seien F 

und T die Mittel- 
punkte, *■ und r die 
Radien zweier Kreise, 
welche .ihren Collinea- 
tionspunkt ein- 
schliessen. Ein Colli- 
neationsstrahl schneide 
die Kreise in den entsprechen- 
den Punkten A und Ä^ S und 
B'. Die Centralstrahleu FA und 
FA' treffen in 9t zusammen. — 
Nun ist ^ ein Punkt der Elhpse 
.), auf welcher die ent- 
sprechenden Centralstrahleu ein- 
schneiden. Ferner ist 
FA' = F'S, 
A %AÄ ■^ F'S'Ä; .: 9L1 = %A'. 
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Wenn nun der innere Collineationspunkt beider Kreise 
ist, so hat man (Fig. L>: 

%F +%F' ^r -~^A + r -^ %A; 
.'. CF + 2LF' = r + /. 

Ist aber der äussere Collineationspunkt, so ergiebt sich 
(Fig. n.): 

%r + WF = r --^äÄ + %A — r; 
.'. %F' + %F= r — r. 
Die Summe der Abstände eines Punktes der Ellipse von 
den beiden Brennpunkten ist also der Summe oder dem Unter- 
schiede der beiden Kreishalbmesser gleich ; je nachdem der Colli- 
neationspunkt der innere oder äussere ist. 

In einer Ellipse ist die Summe der Abstände 
eines jeden ihrer Punkte von den Brennpunkten eine 
beständige Grösse. 

ApoUoniua: Kegelschnitte 111; § 52. 

Zus. 1. Bestimmt man auf der durch die Brennpunkte 
gehenden Geraden zwei Punkte, P und Q, so dass 

PF + FF" =^ QF+ gr = %F + WF' 
ist, so heisst die Sti-eeke PQ die Hauptaxe der Ellipse. 

Alle um die festen Punkte F und F' beschriebenen Kreis- 
paare bestimmen dieselbe Ellipse, wenn die Hauptaxe derselben 
unverändert bleibt, d. i., wenn bei einem inneren Collineations- 
punkte die Summe, bei einem äusseren der Unterschied der 
Kadien sich nicht ändert 

Zus. 2. Der um 3i mit dem Radius 3L4 beschriebene Kreis 
berührt von den Kreisen um F und F" den einen von innen, den 
andern von aussen (3. Zus.). 

Die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei ge- 
gebene, ihren Collineationspunkt einschliessende 
Kreise in den entsprechenden Punkten ungleich- 
artig berühren, liegen auf einer Ellipse. 

9. Es seien F und F" die Mittelpunkte, r und / die Radien 
zweier Kreise, welche ihren Collineationspunkt aus- 
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schliessen. Ein Colli- 
neationsstrahl sehneide 
die Kreise in den ent- 
spreclienden Punkten A 
und Ä\ B und B'. Die 
Centralstrahlen FÄ und 
F'Ä treffen in 91 zu- 
sammen. — Es ist nun 
91 ein Punlit der Hyper- 
bel (6.), auf 
welcher 
die ent- 
sprechenden 

Central- 
strahlen ein- 
ander schnei- 
den. Femer ist F'Ä = F'B, A %AÄ ^ TB'Ä ; .'. %Ä = 9U'. 
Wenn nun der innere Collineationspunkt beider Kreise 
ist, so hat man (Fig. I.) 

9LF' - 3LF = 9U' + r' - 9U -t-.r; 
.-. %F' — '^F=r -\- r. 
Ist aber der 'äussere Collineationspunkt, so ergiebt sich 
(Fig. IL): 

3LF" _ gLF = 91^' -h »■' — 9U — r; 
.: %F' — %F = r — r. 
Die Differenz der Abstände eines Punktes der Hyperbel von 
den Brennpunkten ist also der Summe oder dem Unterschiede 
der Kreishalbmesser gleich, je nachdem der Collineationspunkt 
der innere oder äussere ist. 

In einer Hyperbel ist die Differenz der Abstände 
eines jeden ihrer Punkte von den Brennpunkten 
eine beständige Grösse. 

Apollonius: Kegelschnitte IH; @ 51. 
Zus. 1. Bestimmt man auf der Geraden FF zwei Punkte, 
P und Q, so dass 

PF' — FF == QF -^ QF' = ^F" — %F 
ist, so heisst die Strecke P^ die Hauptaxe der Hyperbel. 
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Alle um die festen Punkte F und F' beschriebenen Kreis- 
paare bestimmen dieselbe Hyperbel, wenn die grosse Axe der- 
selben unverändert bleibt, d. i., wenn bei einem inneren Colli- 
neationspunkte die Summe, bei einem äusseren die Differenz der 
beiden Radien denselben Werth beibehält. 

Zus. 2. Der um 91 mit dem Radius %Ä beschriebene Kreis 
berührt die Kreise um F und F' bei einem inneren Coltineations- 
punkte ungleichartig, bei einem äusseren gleichartig. 

Die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei ge- 
gebene, ihren Collineationspunkt ausschliessende 
Kreise in entsprechenden Punkten berühren, liegen 
auf einer Hyperbel. Die Berührung ist bei einem 
inneren Collineation spunkte ungleichartig, bei 
einem äusseren gleichartig. 

Zus. 3. Auf den CoUineationsstrahlen, welche die Kreise 
um F und F' berühren, entsprechen einander die Berührungs- 
punkte. Die nach diesen gerichteten Centralstrahlen sind aber 
parallel, daher bestimmen sie zwei unendlich ferne Punkte der 
Hyperbel. Die beiden durch den Mittelpunkt M der Hyperbel 
gezogenen Geraden, welche den nach den Berührungspunkten 
gehenden Centralstrahlen parallel laufen, sind nach den unend- 
lich fernen Punkten der Hyperbel gerichtet und heissen die 
Asymp toten derselben. Die Hyperbel besteht demnach aus 
zwei getrennten Linienzügen, die innerhalb zweier Scheitelwinkel 
der Asymptoten liegen und von denen jeder nach zwei — durch 
die Asymptoten bestimmten — Richtungen ins UnendUche verläuft. 

10. Der Werth der Hauptaxe einer 
Ellipse oder Hyperbel, mit den Brenn- 
punkten F und J", und dem Mittel- 
punkte M, werde durch 2 a bezeichnet. 
Es hege nun ein Punkt I> so , dass ^ 
BF = 2a ist. Auf der Strecke BF 
sei in ihrer Mitte F eine Senkrechte 
errichtet, welche die Gerade BF in 9t 
schneidet. — Es ist dann SID = 9LF'. 

Liegt 31 auf der Strecke BF selbst (Fig. I.), so hat man 
%F ->r "^B = %F + WiF" = 2 a. 
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Es ist also 31 ein Punkt der Ellipse (8) und 31E eine 
Tangente derselben, welche sie in 31 berührt (4). 

Wenn aber 91 sieh auf der Verlängerung der Strecke DF 
befindet (Fig. II.), so ergiebt sich 

%F— WD^WF - %F' =2a. 

Es ist daher in diesem Falle 51 ein Punkt der Hyperbel 
(9.), welche in demselben von der Tangente %F berührt wird. 

Wenn die beiden Brennpunkte einerEllipse oder 
Hyperbel mit einem dritten Punkte durch zwei 
Strecken verbunden sind, von denen die eine der 
Hauptaxe gleich ist, so bildet die auf der andern in 
ihrer Mitte errichtete Senkrechte eine Tangente des 
Kegelschnitts; und umgekehrt; wenn die eine Ver- 
bindungslinie durch eine Tangente senkrecht hal- 
blrt wird, so ist die andere der Hauptaxe des Kegel- 
schnitts gleich. 

J. Newton; PUlos. nat. princip. mathem. (1714), üb, I. lemma 15. 

Zus. 1. Es ist MF' : FF' = ME : FD = 1 : 2; 
.'. ME = a. 

Die Fussp unkte aller Senkrechten, die von den 
Brennpunkten einerEllipse oder Hyperbel auf die 
Tangenten dieserLinien gefällt werden können, lie- 
gen auf einem Kreise, welcher um den Mittelpunkt 
des Kegelschnitts mit der halben Hauptaxe be- 
schrieben wird. 

Zus. 2. Wenn G ein behebiger Punkt auf der Tangente 
einer Ellipse oder Hyperbel ist, so hat man GF' = GD. Der 
um F mit dem Radius 2 a beschriebene Kreis schneidet also den 
um G mit dem Radius GF' beschriebenen in D. 

Beschreibt man um einen Brennpunkt einer 
Ellipse oder Hyperbel mit der Hauptaxe einen 
Kreis, und um einen gegebenen Punkt G mit seinem 
Abstände von dem andern Brennpunkte einen zwei- 
ten Kreis, so werden die Verbindungslinien der 
üurchschnittspunkte beider Kreise mit dem letzte- 
ren Brennpunkte von den durch den gegebenen 
Punkt gehenden Tangenten des Kegelschnitts senk- 
recht halbirt. 
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11. Es sei der Collinea- 
tionspunkt des Kreises um F und 
der Geraden g, welche auf dem 
Durchmesser OL in i' senkrecht 
steht. Ein Collineationsstrahl 
schneide Kreis und Gerade in 
den entsprechenden Punkten A i 
und Ä. Die in A' auf ff er- 
richtete Senkrechte treffe mit 
dem Centralstrahle FA in % zu- 
sammen. — Nun ist % ein Punkt 
der durch den Kreis und die Ge- 
rade g bestimmten Parabel (6,). Ebenso dient jeder Colhnea- 
tionsstrahl zur Bestimmung eines Parabelpunktes. Der Collinea- 
tionsstrahl aber, welcher den Kreis in berührt, trifft die Ge- 
rade g nicht, daher liegt auf dem Centralstrahle FO kein 
Parabelpunkt mehr. Nun ist 

A FOA ^ %A'A; .-. 2U' = %A. 

Der um 2t mit dem Radius ^A beschriebene Kreis berührt 
mithin den Kreis und die Gerade g. 

Die Mittelpunkte aller Kreise, welche einen 
Kreis und eine Gerade berühren, liegen auf einer 
Parabel. 

Zus. 1. Verlängert man OL' um L'L" = OF, und zieht 
durch //' eine Parallele h zu g, welche von ''HA in AA" ge- 
schnitten wird, so ist 

A'A" = LL" = FA; 
,-. %A+ AF = ^A' + A'A"; 

^F = %ä: 

Alle Punkte, welche von einem gegebenen Punkte 
Fund von einer gegebenen Geraden gleichweit ent- 
fernt sind, liegen auf einer Parabel, deren Brenn- 
punkt der gegebene Punkt ist. 

Die Linie Ä heisst die Leitlinie oder Directrix der 
Parabel. 

12. Es sei F die Mitte von FA" und S die Mitte von FL" 
17* 
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oder LH. — In dem gieichschenkligen Dreiecke 5LFM." halbirt 
nun WE den Winkel F%Ä'; die Gerade SLE berührt also die 

Parabel in 31, und es ist ^ FE'^ = |, — Es ist ferner S9 ein 

Punkt der Parabel, welcher auf ihrer Äxe OF liegt und ihr 
Scheitel genannt wird. Weil F^E >^ FU'Ä' ist, so hat man 

^ F^E = I 

Nun ist mE ^ FE^; .: F?S : FE = FE : F^; 
... FE^ = Ff8 . F% 

Die Senkrechte, welche vom Brennpunkte einer 
Parabel aus auf eine Tangente gefällt wird, bildet 
die mittlere Proportionale zwischen den Abständen 
des Brennpunktes vom Berührungspunkte und vom 
Scheitel des Kegelschnitts. 

Zus. 1. Es ist F^^ : FE^ = F% : Ff8. 

Zus. 2. Die Fussp unkte aller Senkrechten, welche 
vom Brennpunkte einer Parabel auf die Tangenten 
derselben gefällt werden können. Hegen auf der 
Scheiteltangente der Parabel. 

Is. Newton: Phil. nat. princ math. Hb. I. leiamä 14. 




13. Es seien A, B, C Punkte eines Kegelschnittes, der die 



y Google 



Collineation. § 55. 261 

Brennpunkte F und F', den Mittelpunkt M und die Hauptaxe 
2 a hat. Die in A und S den Kegelschnitt berührenden Tan- 
genten t und (' treffen in ztisammen. Auf die Tangente t sind 
aus F und F' die Senkrechten FF und F'P' gefällt. — Wenn 
F'F' mit f'^ in 6- zusammentrifft, F'B in _ff die aus F auf i' 
gefällte Senkrechte schneidet, so ist OF' = OG und .Bi^ = BH. 
Es liegen P und P' auf dem Kreise, welcher mit der halben 
Hauptaxe a als Radius um M beschrieben wird (10. Zus. 1.). 
Schneiden PF und P'F' diesen Kreis zum zweiten Male in Q 
und Q\ so ist FQ = P'F" und PF = F'Q', mithin 
QF . FP = FF . F'P'. 
In der Ellipse und in der Hyperbel ist das Län- 
genprodukt aus den beiden von den Brennpunkten 
auf eine Tangente gefällten Senkrechten gleich der 
negativen Potenz jedes Brennpunktes in Bezug auf 
den Kreis, auf welchem die Fusspunkte jener Senk- 
rechten liegen; und zwar ist das Längenprodukt in 
der Ellipse positiv, in der Hyperbel negativ. 
Ph. De la Hire: SectionK conicae {Parisiis. 1685) VIII; 7. 
14 Nach der obigen Construction ist FG = F'U = 2o, 
OF = OH, OQ = 0F\ mithin hat man 
OFG ^ OHF'; 
OSB ^ OFB; OGA ^ OF'A 
.'. < OFA = OFB; OF'A^ OF'B. 
Wenn man in einem Kegelschnitte einen Brenn- 
punkt mit den beiden Berührungspunkten und dem 
Durchschnitts punkte zweier Tangenten durch Ge- 
rade verbindet, so halbirt die letztere Verbin- 
dungslinie den Winkel der beiden ersteren. 
De la Hire a. a. 0. YHI; 24. 
15, In C werde der Kegelschnitt von der Tangente t" be- 
rührt, welche t in R, t' in S schneidet, — Dann ist 
^ BFA = RFC; SFB = SFC (14.) 

.-. < BFA + SFB = RFS 
< BFS = i AFB = OFA = OFB. 
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i findet man 
< BF'S = \ AF'B = OrA = OF'B. 
In einem Kegelschnitte liegen allen Strecken, 
die auf beliebig vielen Tangenten von zwei festen 
Tangenten begrenzt werden, an einem Brennpunkte 
gleiche Winke) gegenüber. 

Poncelet: Traitö des propr. proj. (Paris 1822) 464, 

Zusatz. In dem einem Kegelschnitte umgeschriebenen Drei- 
ecke ist der Winkel, welcher an einem Brennpunkte einer Seiten- 
strecke gegenüber liegt, halb so gross wie der Winkel am Brenn- 
punkte, welcher auf dem von den Berührungspunkten der beiden 
andern Seitenstreckeo begrenzten und den dritten Berührungs- 
punkt einschliessenden Bogen steht (Vgl. § 27; 1). 

16. Da ^ AFO = RFS und < OFB = ÜFS ist (15.), so ist 
^ AFR = OFS; UFO == SFB, 

mithin sind die schief liegenden Strahlbüschel F{AI10) und 
F(pSB) congruent. Ebenso ist F'iABO) ^ F'iOSB). 

I. In einem Kegelschnitte ist jeder Brennpunkt 
der gemeinschaftliche Projectionspunkt von zwei 
congruenten Strahlbüscheln in schiefer Lage, deren 
entsprechende Strahlen durch die Punkte gehen, in 
denen zwei feste Tangenten von allen übrigen Tan- 
genten geschnitten werden; den vereinigten Strahlen 
(J'O, ^^"'0) entsprechen die nach den wechselseitigen 
Berührungspunkten gerichteten. 

Hieraus folgt, da alle Geraden von congruenten Strahl- 
büscheln in collinearen Punktreihen geschnitten werden: 

H Zwei feste Tangenten eines Kegelschnitts 
werden von den übrigen Tangenten in entsprechen- 
den Punkten coUinearer Punktreihen geschnitten, 
und zwar entsprechen den in ihrem Durchschnitte 
vereinigten Punkten die gegenseitigen Berührungs- 
punkte. 

3. Steiaer: System. Entw. S. 139. 
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17. Die vorstehenden Sätze 
werden für die Parabel auf 
folgende Art abgeändert. 

Es seien der um F mit dem 
Kadius FF beschriebene Kreis 
und die Gerade g in Bezug auf 
den Collineationspunkt P per- 
spectiv! seh collineai'. Ein von 
P ausgehender Strahl sclineide 
den Kreis in iV, die Gerade g in 
L. Durch L und N ist der Punkt 
A einer Parabel bestimmt, die 
den Scheitel S hat. Eine Tangente (', welche die Parabel in A 
berührt, schneide die Axe FS in G. — Dann ist 
^ FAG = GAL = AGF; 
.-. FA = FG. 
1. In einer Parabel schneidet jede Tangente die 
Axe in einem Abstände vom Brennpunkte, welcher 
dem Abstände des letzteren vom Berührungspunkte 
gleich ist. 

Wird die Scheiteltangente ( von t' in A', von der in B die 
Parabel berührenden Tangente t" in B" geschnitten, so hat man, 
da FA' den Winkel AFS, FB' den Winkel B^Shalbirt (12. Zus. 2): 
FAA' u^ FAS; FBB' ^ FBS. 
Schneiden einander die Tangenten t' und f in J, so liegen 
die vier Punkte F, J, A, B' auf einem Kreise, dessen Durch- 
messer FJ ist. Daher ist 

< B'FA! = B'JA, und FJA = FBS = FBB'; 
.: ^ JFA' = BFB'; JFB = A'FB' 
^ FAA = i AFP; FBB = l BFP 
.: ^ FBB' - FAA' = | BFA; 
^ FBB — FAA' = A'FA — B'FB = BFA — B'FA = JFA 
.-. ^ B^J-= JJ"-^ {Vgl. 14.); A BFJ^ .JFA. 
IL Verbindet man den Brennpunkt einer Parabel 
mit dem Durchschnitte z weier Tangenten und ihren 
Berührungspunkten, so schliessen je zwei auf ein- 
ander folgende Verbindungslinien mit den Tangen- 
tenstrecken ähnliche Dreiecke ein. 
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Wird die Tangente f, weiche in C die Parabel berührt, von 
i und f in S und geschnitten, so ist 

^ ÄFJ = JFB; < OFG = BFO; 
.-. ^ AFJ + O^tT = JFO 
.-. < JJJ'O = ^ AJFC = .IFiT = HFÜ; ^ J^5 = 5.P0 
.-. AFH'^ HFG; JFH ^ B.^ -^ Oi^C; 
.: FE : FC == AS : SC ^ JE : OC. 
m. Die von dem Durchschnitte und den Berühr- 
ungspunkten begrenzten Strecken zweier Tangenten 
einer Parabel werden von den übrigen, Tangenten 
unter ähnlichen Punktreihen geschnitten. 

J. H. Lambert: Insigniores orWtae cometarum proprietates (Aug. Yrnd»- 
lic I76I) p. 1—7. 
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Zweites Buch. 

Trigonometrie. 




Erstes Hauptstttck: 
Allgemeiie Ooniometrie. 

§ 1- 

Die Wlnkelfunetionen. 

1, Wenn man von einem Punkte A einer 
Geraden g eine Senkrechte AJ! auf eine be- 
liebige andere Gerade g' fällt, so heisst Ä der • 
projicirte Punkt, ÄÄ die projicirende Ge- 
ra d e (P r oj i c i r e n d e) , ^' die Projection von A. 

Projicirt man einen zweiten Punkt B der Geraden g mittels 
der Projicirenden BB' auf g, so dass B' die Projection von B 
ist, dann wird AB die [projicirte Strecke (Projicirte), 
^'^ ihre Projection und die Gerade / die Projections- 
axe genannt, 

K. D. Y. MüBchow: Grundlinien der ebenen und Ejhär. Trigonometrie 
(Bonn, 1826) 2. 

2. Schneidet man auf einem Schenkel _ 
eines Winkels a vom Scheitel A aus eine 
Strecke AB ab und fällt von B eine Senk- 
rechte BC auf den andern Winkelschenkel, 
so ist AC die Projection der Projicirten AB, 
und BC die einzige zur Bildung der Projection erforderhche 
Projicirende. 
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Behält nun der Schenkel, welcher mit der Projectionsaxe zu- 
sammenfällt, mit dieser eine feste Lage, während der andere 
Schenkel mit der Projicirten sich um den Scheitel dreht und 
nach und nach mit jenem alle Winkel von 0** bis 360" bildet, so 
ergiebt sich, dass die Projicirenden bei allen Winkeln von 0" bis 
180** auf der einen, von 180" bis 360" auf der andern Seite der 
Projectionsaxe, die Projectionen bei den Winkeln von 0" bis 90" 
und von 270" bis 360" auf dem festen Winkelschenkel, von QO'' 
bis 270" auf seiner Verlängerung liegen. Projicirende und Pro- 
jectionen haben also für alle diese Winkel nur zwei entgegen- 
gesetzte Eichtungen : erstere von der Projectionsaxe aus und 
senkrecht zu derselben; letztere vom Scheitel aus auf der Pro- 
jectionsaxe, 

Man betrachtet nun die eine dieser Richtungen, welche beim 
spitzen Winkel vorkommt, als positiv, die entgegengesetzte als 
negativ, so dass die Projicirende von C* bis 180" als posi- 
tiv, von' 180° bis 360" als negativ, die Projection von 0" 
bis 90" und von 270" bis 360" als positiv, von 90" bis 270" 
als negativ gilt. 

Die Projicirte, welche nach allen in einer Ebene möglichen 
Eichtungen sich erstrecken kann, wird stets als positiv angesehen. 

3. Wenn n eine ganze Zahl ist, so fallen alle Winkel, die 
um K. 360" oder 2nit von einander verschieden sind, in der 
Constniction ununtei-scheidbar zusammen, wofern sie den Seheitel 
nebst einem Schenkel gemein haben und im Drehungssinne über- 
einstimmen. Solche Winkel haben daher, bei vorhandener Gleich- 
heit der Projicirten, gleiche Projicirende und Projectionen. 

I 4. Zwei Winkel, deren numerische Werthe 

einander gleich , aber mit entgegengesetzten 
Vorzeichen versehen sind, insofern sie durch 
- C Drehungen in entgegengesetztem Sinne er- 
zeugt wurden, wie CJlB = « und CU-B' = — a, 
haben unter Voraussetzung gleicher Projicirten 
' gleiche Projectionen, aber entgegengesetzt 
gleiche Projicirende. Denn es fallen die Fusspunkte der Proji- 
cirenden in C zusammen, so dass BC = B'G ist. 

5, Wenn man auf einem Schenkel des Winkels a vom 
Scheitel aus eine Strecke c abschneidet, dieselbe mittels der 
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Projicirenden a auf den andern Schenkel projicirt - 
und so die Projection i bildet, so werden die 
Quotienten je zweier Seitenstrecken des aus c, a 
und b zusammengesetzten reehtwinklichen Drei- 
ecks — des „ProjectioBSdreiecks" des Win- 
kels a — Winkelfunctionen (trigon o- 
metrische Functionen) von a genannt , und zwar 
heisst der Quotient 

I. der Projicirenden durch die Projicirte der Sinus 
des Winkels «, abgekürzt 




IL der Projection durch die Projicirte der Cosinus 
(= complementi sinus) des Winkels a, abgekürzt 



III. der Projicirenden durch die Projection der 
Tangens des Winkels a, abgekürzt 



IV. der Projection durch die Projicirende der Co- 
tangens {= complementi tangens) des Winkels a, abgekürzt 

V. der Projicirten durch die Projection der Se- 
cans des Winkels o, abgekürzt 



VI. der Projicirten durch die Projicirende der Co- 

secans (= complementi secans) des Winkels «, abgekürzt 

c 

- = cosec a. 

Die Winkelfunctionen sin a, tg a und sec a nennt man 
Hauptfunctionen, die drei übrigen cosa, cotg a und coseca 
Cofunctionen des Winkels a. Letztere sind, was auch ihre 
Namen andeuten, die Hauptfunctionen des Complementwinkels von a. 
Anmerk. 1. In älteren Büchern werden noch die Bezeichungen sinus 
isersus [sinv) und cosinus versus (coav) gebraucht in der Bedeutung 
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G. S. Klügel: Analytische Trigonometrie (Bvaunsohweig 1770) 1; 3. 4, 
Die kurze Bezeicluiungsart sina, coa a etc. filhrte L. Euler ein: Introd. in 
Analysin inf. (1748) I. 127. 

Anmerk. 2. Die Trigonometrie entwickelt den Zusammenhang 
zwiBchen den Winkeln, Strecken und Fläoken eines Gebildes mittels der 
Winkelten ctionen. Die Lehre vom Zusammenhange der Winkelfimctionen und 
Winkel wird Goniometrie genannt. 

6. Bei unveränderter Grösse der Projicirten und 
stetig sich vergrösserndem Winkel wächst die Proji- 
cirende von — bei 0'' — bis zu ihrem gi'össten positiven 
Werthe — bei OO" — , nimmt dann ab bis zu ihrem grössten 
negativen Werthe — bei 270° — , und erreicht wieder den 
Werth bei 360*'; die Projection nimmt ab von ihrem grössten 
positiven Werthe — bei 0" — an bis zu ihrem grössten 
negativen Werthe — bei 180" — , und erreicht stetig wachsend 
wieder ihren ei-steren Werth bei SöO". Die Projieirte fällt bei 
0», 180» .und 3601 „,{(; ^er Projection, bei 90" und 270» mit 
der Projicirenden in allen Punkten zusammen, daher ist 



für a = 


0» 


90» 


180 »270 "360" 


sintx 





1 


0—10 



0|- 

Der Werth einer Winkelfunction für irgend einen in der vor- 
stehenden Tabelle nicht aufgeführten Winkel zwischen 0" und 
360" liegt zwischen den Werthen, welche für die ihn ein- 
schliessenden Winkel angegeben sind. Ueberhaupt liegen alle 
Werthe von 

sina und cosa zwischen + 1 und — 1. 
'7. Die Werthe der Winkelfunctionen einzelner Winkel er- 
hält man leicht mittels der Satze des § 46 im ersten Buche. 



Z. B. sin 30" = cos 60" = \; cos 30" = sin 60' 
-Vi. 



V3. 

2 ' 



tg 30" = cotg 60" 

sin 45" = cos 45" = J^! tg 45" = cotg 45" = 1. 

,m 18" = cos 72" = v5Ej;„,l8. = si»72"=ti5+iS 

4 4 

(erstes Buch § 46; 2—4). 
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Kennt man den sma, so lässt eich leicht, mit Hülfe von 
§ 46 ; 7 im ersten Buche, sin -^, sin -j u. s. w. berechnen, 

Anmerk, Die ältesten Anfänge der Trigonometrie, welclie auf uns ge- 
kommen sind, finden sich in dem Almagest (TÜviaSis fia^tj/inTiKij) des 
Claudius Ptolemäus (69—147 n. Chr.)- In dem ersten Buche dieses 
Werkes hat nämlich Ptolemäus die Sehnen eines Kreises fiir die Winkel von 
0" — 180° mit Unterschieden von halben Graden in Theilen des Halbmessers 
ausgedrückt und auch den Weg der Berechnung angegeben. Theon, der alte 
Erklärer des Almagest, bemerkt jedoch, dass bereits Hipparch (166—125 
Y, Chr.) und Menelaos (um 100 n. Chr.) den Gebrauch der Sehnen vor 
Ptolemäus gelehrt, dieser aber die Berechnung derselben auf wenige Lehrsätze 
zuTiickgeführt habe. 

Der Araber Mohammed Ebn Geber (gest 929 n. Chr.), Statthalter 
der Khalifen in Syrien, nach seinem Geburtsorte Batan in Mesopotamien 
Albatani (Albatenius) genannt, iuhrte zur Abkürzung der Rechnung die 
Anwendung der kalben statt der ganzen Sehnen ein. Die vollständige 
Sehnentafel wurde dadurch auf einen Viertelkreis beschränkt. Der Quotient 
der halben dem Centriwinkel 2 a zugehörigen Sehne durch den Radius ist 
aber «in«. 

Die halbe Sehne wurde von dem Araber Geber ben Äff Iah aus Se- 
villa (um 1090 n. Chr.) in seinen „Neun Büchern Über Astronomie" dschaib — 
in der Bedeutung von Sectio — genannt. In der durch Gerhard von Cre- 
mona um 1230 angefertigten und von Peter Apian 1533 zu Nürnberg heraus- 
gegebenen Ueberbetzung dieses Werkes wird nun das arabische Wort dschwb 
(geib) überall durch sinus ausgedrückt, welches lateinische Wort allerdings 
auch einer Bedeutung des arabischen entspricht. Seitdem ist dies Wort über- 
all in Gebrauch gekommen 

Georg Peurbaub (geh 1433 zu Peurbach in Oberösterreich, gest. 1461) 
berechnete die Sinustifel für Winkelübergänge von 10 Minuten. Dessen 
Schüler Johmnes Müller (1436—1476), der gewöhnlich nach seinem Ge- 
burtsorte Königsberg in Franken Regiomontan genannt wird, erweiterte 
nicht nur die 'imuitafel bis zu den Werthen tür alle einzelnen Minuten, son- 
dern berechnete auch eine T'^ngententafel für alle ganzen Grade und den 
Halbmesser = 100 000 unter dem Namen „Tabula foecunda". Die erste Aus- 
gabe der Regiomontan scheu Sinustafel für den Halbmesser 60,000 erschien zu 
Augsburg 1490, eine andere für den Halbmesser 6,000,000 und für den Halb- 
messer 10,000 000 zu Nürnberg 1541 im Druck. Eine von Erasmus Bhein- 
hold, Prof der Math in Wittenberg (geh, zu Saalfeld in Thüringen 1511, gest. 
1553), hergestellte Tangententafel für den Radius ^ 10,000,000, die auf alle 
einzelnen Minuten sich erstreckte, wurde 1553 iu Tübingen gedruckt. 

Wenn der Centriwinkel « eines Kreises einen spitzen Winkel eines recht- 
winkligen Dreiecks bildet, die eine Kathete desselben ein Halbmesser ist, die 
andere Kathete auf ihm in seinem Endpunkte senkrecht steht, also den Kreia 
in diesem Punkte berührt: so ist letztere in Theilen des Halbmessers ausge- 
drückt =- .1/ «, und die Hypotenuse des Dreiecks, ebenfalls in Theilen des 
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Kadius ^^ seca, sobald man den Radius =^ 1 annimmt. Auf Grtmd dieses 
Zusammenhanges bezeichnete Georg Joachim (1514—1574), gewöhnlich 
■wegen seines im alten Eliätien gelegenen Geburtsortes Feldkirch Ehäticus 
genannt, die von ihm flir den Halbmesser 10,000,000 auf einzelne Minuten be- 
rechnete und vor dem Jahre 1553 herausg^ebene Sekantentafel als Canon 
hypotenusarmn. Derselbe erweiterte die Sinustafel anfangs bis auf Uebergänge 
von 10 zu 10 Sekunden für den Halbmesser 10,000,000,000 {Opus Palatinum 
de triai^Us etc. 1596), später auf Uebergänge von 10 zu 10 Sekunden durch 
den ganzen Viertelkreis und auf alle Sekunden durch den ersten und letzten 
Grad desselben für den Radius 1,000,000,000,000,000 (Thesaurus Mathematicus 
etc. des Barth. Pitiscus (1618). 

Die Einführung der Benennungen tangens and eecans scheint von 
Thomas Fink (Geometria rotundi 1588 p. 73) herzurühren. 

Der Engländer F. Gunter {1583— 1626) gebrauchte zuerst statt comple- 
menti sinus die Abkürzung cosinus. 

C, F. Pfleiderer: Ebene Trigonometrie (1802). §§ 8. 14. 16. 69. 71. 



Znsammenhan? der trig'onometrisdieu Funetione« desselben Winkels. 



1. 


Man erhält aus § 1; 5 sofort 






tin 


a . coseca ■-=■-■ 1; seca . cosa = 


l;tga 


. coiga = 




sina — ^ ■ cosa ~ ^ 
coseca' sec o 


.; tga 


„ 1 
cotg a 


2. 


Ebenso findet man (§ 1 ; 5) 








sina = tga . cosa; cosa = 


sina . 


cotya; 




tga '= sina . seca; cotg a = 


cosa . 


. cosec a; 




.-. tga = '~~; cotg a -- 


= ^.^.1 





3. Bezeichnet man in dem Projections- 
dreieeke des Winiiels « (§ 1; 5) die Projicirte 
t durah c, die Projicirende durch «und die Pro- 
X^ , I jection durch 6, so ist (erstes Buch § 42; 8) 

Dividirt man diese Gleichung der Reihe nach durch c^, 6^ 
und a^, und drückt die erhaltenen Quotienten als Winkelfunc- 
tionen von « aus, so ergiebt sich 
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§s. 


- cosa'' ^ 


1; 


, oder 1 + 


cotg 



III. 1 + cotqa^ = coseca^, oder 1 + -: ■. = -. — -• 

■' ' tga' sma^ 

Anmerfc, sin,a^ bedeutet (nncf: eoaa'' = {cosa)^ u. 3. w. 

Mittels dieser Gleichungen kann aus einer gegebenen Func- 
tion eines Winkels jede andere Function desselben leicht be- 
rechnet werden. Z. B. Ist tga = '-^ gegeben, so findet man 
aus III. sin ß = ff, und aus II, cos et = tt- 

4. Kürzer noch gelangt man zur Lösung der Aufgabe, aus 
einer Function eines Winkels die übrigen Functionen desselben 
zu berechnen, auf folgendem Wege. Man setzt den Nenner der 
gegebenen Winkelfunction in dem Projectionsdreiecke gleich 1, 
wodurch der Zähler der Function gleich wird, und berechnet aus 
diesen beiden die dritte Seitenstrecke. Z. B. Es sei tga ge- 
geben. Setzt man in der Gleichung tga =^ j- den Nenner & = 1, 

tga 



so wird a = tga und c == VI 

und cos a = --.-----.r. 

n + ig 



Vi + tga'' 
folgt. 



Zusammenliaiig- der Funotioucn Tersehicdener Wintel. 

1. Zwei Winkel, « und ß, die den Scheitel Ä und einen 
Schenkel gemein haben, liegen neben einander, so dass 
ihre übrigen Schenkel den Winkel (a + ß) einschliessen. Es sei 
AB die gemeinschaftliehe Projicirte in den 
Projectionsdreiecken ABO und ABD der 
Winkel (a + ß) und ß. Fällt man aus D 
'^ CF ®i"^ Senkrechte DE 3,niBC, und die Senk- 
rechte BF auf AG, so ist AI)F das Projectionsdreieck für a, mit 
der Projieirten AD, DF = FC und DE = FC. Feraer ist 
ß = ADE = DBF. Man hat also 
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+ ß) 


BC 


CF + EB 
BA' ~ 


FD ^ FB 
SA+ BA 


FD 


= 


AD . Sit, 


a; FB — BD 


. coscc- 




sin 


(" 


+ « = 


sina cosß + cosa sin 


ß- 


+ 


ß) 


Aa 

AB 


AF - CF 
AB 


AF 
AB 


ED 
AB 


AF 


= 


AD . eos 


a; FD — BD 


. sina; 




cos 


(« 


+ fl = 


cos a cosß — Sin a sin 


ß- 



COS {a 



IL 

Bei zwei Winkeln, a und ß, die 
den Scheitel A und einen Schenkel 
gemein haben, bildet ß einen 
Theil von a, so dass die beiden 
übrigen Schenkel den Winkel a — ß 
einschliessen. Es sei AB die ge- 
meinschaftliche Projicirte in den Pro- 
jectionsdreiecken AJ3C und Ä£D der 
Winkel (« — ß) und ß. Fällt man aus D die Senkrechten I)E 
und DF auf BÖ und AC, so ist ÄDF das Projectionsdreieck für 
a mit der Projicirten AD, DF = EC und DE = FG. Ferner 
ist -^ a ^ DBE. Folglich hat man 

CB CE — BE 
sm (a 




_ FD 

BA BA 

BE ^ BD . cosa: 



BE 
BA' 



DE 
AB' 



BA ■ 
FD = AD . si 

m. .•. sm (cü — ß) = sina . cos ß — cos a si 
AC AF + FC AF 
cos (« _ ^) = -^ ^ —Aß— = ÄD ' 

AF ^ AD . cosa\ DF '^ BD . sina; 

IV. .*. cos (tt — (?) = cosa . cos ß -f- sina sinß. 

Barthol. Pitisci Trigouometria (Francof. 1612) 87. 38. Die erflte voll- 

Btändige Trigonometrie. Pitiscus war 1561 zu Schlaue unweit Grünberg in 

Schlesien geboren, wurde Bo^rediger des Kurfürsten Friedricli IV, von der 

Pfalz und starb 1613. 

Zus. 1. sin 2« =^ 2 sina cos«; cos2a ^ cos a^ — sina'' 

= 2 cosa* — 1 = 1 — 2 sina^. 

Oder: 

o ■ ^ ^ f ^V { ■ —\' 

sinx — ^sin^ cos ^; cos x — [cos ^j \stn ^j 



-- 2 (cos V 



■ 1 : 
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Zus. 2. Aus Zus. 1. folgt: sina^ = 
1 + cos 2 a 



■ t9<^ 



1 ■ 



■ cos 2 a 



1 + cos 2 a 

Multiplicirt man die rechte Seite dieser Gleichung im Zähler 
und Nenner erst mit 1 — cos 2 a und dann mit 1 + cos 2 a, 
so ergiebt sich 

1 — eos2a sin 2 a 



tga -- 



n2a 



■ 1 4- cos 2 a 



2. Aus den vier vorstehenden Hauptgleiehungen (1.) erhält man 
mit Berücksichtigung von § 1 ; 6 und § 2; 1. 2. folgende Tabelle: 



für X = 


¥ + ° 


^ + a 


l-^ + a 


2ft — tt 


sin X ' cosa 


+ sin a 


— coso. 


— smo 


cos X 


1 ±sma 


— cos a 


ip sina 


cos« 


tgx 


+ colli o 


ris- 


± cotga 


-tga 


cotg X 


±tg« 


+ ctg o 


±t9a 


— cotg a 


sec'x 


1 + cosec a 


— sec a 


+ cosec « 


seca 


cosec X 


sec a 


± cosec a 


- seca 


- cosec a 



Zus. 1. Ist in 
helle a = ^- - ß, 



Winkel 77 — der vorstehenden Ta- 



= -j -^ ß, und man erhält ; 

sin (I + (») = «s {j-ßj: »« (! + -«) = «»« (t - n) 

cos [^ -|- ^j ^ sin \-T — ß); cosec (^ + ßj^secl-j — ß): 

'« (f + 1«) ="* (1 - ^)' "'s {j + l')- '0 (f - 4 

Zus. 2. Setzt man in der obigen Tabelle a >= und be- 
rücksichtigt § 1; 6 und § 2; 1. 2,, so findet man 
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für x^ 





|T0 


« + 


t« + o 


2ir — 


tgx 





± =o 





± 00 





COtff X 


00 





+ CO 





— CO 


sec X 


1 


] + CO 


-1 


+ » 


1 


cosec X 


00 


1 1 


+ CO 


— 1 


— CO 



und schliesst daraus 



wächst Ton 


Obis| 


^ bis jt 


JT bis f TT 


1 jr bis 2 jr 


ig X 


wächst von 
bis + CO 


wächst von 
— CO bis 


wächst von 
bis + o5 


wächst von 
— 00 bis 


cotg X 


uiiiimt ab von'nimmt ab von 
-h CO bis bis — CO 


nimmt ab von 

+ CO bis 


nimmt ab vou 
bis — CO 


See X 


■wächst von 
1 bis + CO 


wächst von 
~ 00 bis — 1 


nimmt ab von 
— 1 bis — 00 


nimmt ab von 
+ CO bis 1 


cosec X 


nimmt ab von 
+ cß bis + 1 


wächst von 
1 bis + CO 


wächst von 
— CO bis - 1 


nimmt ab von 
- 1 bis - X . 



3. Es ist (§ 2; 2) 



sin a eos ß + i 



cos {a + ß) cos a cos ß '■]- sin a sin ß' 

Dividirti'Zähler und Nenner der letzten Seite dieser Gleichung 

durch cos« cos/3, so ergiebt sieh 

ta <a + a-)- ^" ^ ^3ß 
tgia±ß)- i:p^^„^^. ^ 

, cos ( a + ß) __ cosa cosß ■}- sina sinß 

^ ^ ~ ^' sin (a + ß) sina cos ß + cosa sin ß' 
Mittels Division des Zählers und Nenners der letzten Seite 
dieser Gleichung durch sina sinß erhält man 

cotga cotgß ^ 1 
cotgß ± cotga 
Zus. 1. Für ß = a ergiebt sich 



'(« 



tg 2« 

coig 2 o 



1 



2 cotga 



cotga - 
cotga 



-ta« 
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Zus. 2. Für o = 45», 
ig (46" .-^ °> — — 



= 1 wird 



(§ 2; 2). 



1 -f tgß cosß + sinß ^ 
G. S. Klügel: Analyt. Trig. 3; ID. 
4. Es ist (1.) 
sin (y + d) + sin {y — 6) ^ 2 siny smö i 
s*w iy -\- S) — sin {y — <S) ^ 2 cosy sind l 
cos (y + ^ + cos (y — S) = 2 cosy cosö j 
cos {y + 6) — cos {y — ^ ^ — 2 siny sin 6) 
Setzt man y + d ^ «, 

y ^ d = ß, 

SO wird y = " ^ , ^ = " t> , mithin erhält man 
sina + sinß = 2 sin 
sina — sinß = 2 cos 
cosa 4- cos^ ^ 2 cos — 
cos a — cosß = — 2 sm 
Zus. 1. Wenn in den Gleichungen I. ist 
, = I + o, J = 2. + ft 

so wird y + ä = ^ + {ci + ß) und y — 3 = a — ß, 

cos (<j + |S) + sin {a — ß) = 2 sin (^ + aj cos [^ 

cos {a + ß) — sin {a — ß) = 2 cos f j + aj sin (^ 

cos (a - ß) - sin (o + « = 2 cos {j + o) cos [j 

cos (o - fl + sin (a + ß) = 2 sin (j + o) sin (j 

Zus. 2. Aus deo Gleichungen 11. folgt für o 
(2. Zus. 1.) 



■_+J\ 



• + 1 

2 



folglieh 
+ .); 
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1 + smß = 2 s»K (J + D' = 2 cos (^ - 0'; 

l-smß^2 cos (J + D' = 2 sin (^ - |)'. 

Zus. 3. Durch Division je zweier Gleichungen unter II. 
irhält man 



szna 


+ 


sinß 


cosa 


-h 


cosß 


stna 


— 


stnß 


cosa 


+ 


cosß 


mna 
cosß 


sz. 


stnß 
cosa 


stna 


+ 


sinß 


cosß 


— 


cosa 


sina 


+ 


sinß 


sma 


_- 


sinß 


cosa 


+ 


cosß 


cosß 


— 


cosa 



= tn 



= cotg - 

tg - 



<•- ß . 

2 

- ß. 



L. Euler; lutrod. in Analyäin inf. (1748) I; 130. 131. 
5. Es ist (§ 2; 2) 

, ,. sin a . sinß 

tga + igß = ^; 

■' ^' cosa cosß' 

sin {a + ß). 



cosa cosß ' 

- tgß - »ifL^_|); 

^' cosa cosß 



cotgci-\~ cotgß = 
cotgß — cotga- 



(a + ß). 
sina sinß ' 

(»- w 



sina cosß 
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Zus. 1, Durch Division von .je zweien unter diesen Glei- 
chungen erhält man 

tga + tgß cotga + cotgß sin {a + ß) 

tga - tgß ~ cotgß — cotga ~~ sin {a — ß)' 
_tffa_±Jgß ^ tga ~ tgß _ ; ^^ 
coiga -h tgß cotga — cotgß ^ ^' 

cotga + tgß cos (« — ß) 

cotga — tgß cos (a + ß)' 
Klügel a. a, 0. 3; VI. 
Zus. 2. Für ß = a findet man 

2 
cotaa ■+- toa ^ —. — tt— ; 

cotg a — tga = 2 cotg 2 «. 
6. Da (1. Zus. 1) sm 2ß := 2 sina cosa und 

cos 2a = 2 cos a^ — 1 = 1 — 2 sina^ 
istj so erhält man weiter: 

sinSa = sin2a cosa + cos 2a sina; 

^ sina (4cosa^ — 1); 

= 3 sina — 4 sina\ 
cos Sa = cos a cos 2a ~ sina sin 2a; 

= cosa (1 — 4s«c^); 

= — S cosa + 4 cos a". 
sin 4 a = sin 3 a cos a -\- cos 3a sina; 

= sina (8 cosa^ — 4 cosa); 

= cosa (4 sina — 8 sin'a^). 
cos 4a = cos 3« cosa — sjw3a sina; 

= 1 — S sina^ -f- Ssma*; 

= 1—8 cosa^ + 8 cosa*. 
sin 5« = sina (1 — 12 cosa^ + 16 cös«*) 

= 5 sina — 20 sin a'^ ■+- W sina^ 
cos 5« = cosa (1 — 12 sina^ + 16 sina^) 

= 5 cosa — 20 cosa» + 16 cosa^ 
sin 6a =^ sina (6 cosa — 32 cosa^ -j- 32 cosa^) 

= cosa (6 sina — 32 sina^ ■+■ 32 sina^) 
cos 6g ^ 1 — 18 sina^ + 48 sina* — 32 sina^ 

= — 1 -H 18 cosa^ — 48 cosa^ + 32 cosa^ 
s«n 7« = 7 sma — 56 sina^ -+- 112 sina^ — 64sma'' 
cos 7a = — 7 eosa-|-56cosa8_li2cosaS + 64 cos«'. 
L. Euler: Introductio I; 234. 236. 238. 243. 
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7. Aus den vorstehenden Grleicliungen erhält man leicht 
2 sina^ = 1 — cos 2 a 

2 cos o:* ^ 1 + cos 2 a 
2^ sin «ä =: sm 3 a — 3 sin a. 
2* cosa^ = cos 3g -|- 3 csa 
2* sin a* = cos ia — 4 cos 2a -j- 3 
2^ cos a* = cos 4a ■+- 4 cos 2a + 3 
2* Sin a* = sw 5a — 5 sin 3a + 10 sina 
2* cos a* = cos 5a + 5 cos 3a + 10 eosa 
25 siM a« = — cos 6a + 6 cos ia — 15 cos 2a + 10 
2* cos a^ = cos 6a H- 6 cos 4a -\- 15 cos 2a + 10 
2«sma^ = — s«M7a + 7si"K5a — 21 s/»3a + 35 sin 
2^ cosa' ^ cos 7a -t- 7 cos 5a + 21 cos 3a + 35 eosa. 
L, Euler a. a. 0. 262. 263. 

8. Aus der Gleichung (3. Zus. 1) 

" 1 — tga^ 

rhält man 

_ zu,«- ig«' 
*''^°- 1-3S,«' 
_- ^tgt' — itga^ 
^9 ^" - 1 - 6 (^r a^ + Ä7a* 
5 toa — 10 toßä + ^""5 



1 — lOtga^ + htga^ ' 
L. Euler a. a. 0. 249. 

9, Aus § 1 ; 3 ergiebt sieh unter der Voraussetzung, dass n 
eine ganze positive Zahl bezeichnet 

sin (2 n JT + a) ^ sin a ; 

cos (2 m ?r 4- a) ^ cos a; 

,'. tg I2n 7t -{- a) = tg a. 

10. Nach § 1 ; 4 ist 

sin ( — a) = — S2n « ; 
cos ( — c) ^ cös a ; 
,-. /^ (- a) = - i^r a. 

§ 4. 
Drehiin^sfactoreu. 

1. Die Lage der Seitenstrecken in dem Projectionsdreieeke 
A£C des Winkels a = BAC lässt sich nun goniometrisch 
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ausdrücken. Nimmt man nämlich an, dass die 
Projicirte AB der Längeneinheit gleich ist, 

dass für « < p- die Projection AC eine posi- 
tive Zahl ausdrückt, und dass die Projicirende BC auf der posi- 
tiven Seite der Projectionshasis liegt (§ 1; 2): so ist AC ~ cosa^ 
SC = isina (1. B. § 42; 8. Zus. 1), wenn i = V— 1. Der 
Punkt B, also auch die Bichtung von AS, ist dann durch den 
Ausdruck cos a + isina, welcher der Drehungsfactor von 
a heissen soll, bestimmt. Liegt BC auf der negativen Seite 

der Projectionshasis, so ist für a < -„■ der Drehungsfactor 

cos a — isina. Wenn cosa negativ ist, so muss der Drehungs- 
factor in der Gestalt — cos a + isina auftreten. 

K. F. Gauss: Gott. Gel. Anz. 1831. Stück 64. ~ C. H. Schnuse nennt 
(Coumot's Theorie der Functionen [Darmstadt 184S] S. 82) den Ausdruck 
cos a ± i sina den „EichtungBCoefficienten". 

2. Es ist 

{cosa + isina) {cosa — isina) = cosa^ + sina^ 
.■. 1 = (cosa + isina) {cosa — isina). (§ 2; -i). 

3. Beschreibt man mit der Längen- 
einheit AS als Radius zwei Winkel a = BAC 
und ß = CAS, so dass -^ BAD = a -]- ß, 
dann hat man 

{cosa + i s/w«) {cosß + i sinß) = cosa cosß 
+ i (sina cosß + cosa sinß) 
.'. {cosa ± i sina) {cosß ± isinß) = cos (a + ß) ± isin {a + ß) 
Auf gleiche Weise ergiebt sich für die Winkel a, ß, y, 3 . 
(cosa + isina) {cosß + i sinß) {cosy + i siny) (cosS + i sind).. 
= Cös (« -1- ^ + >■ + ö..) ± isin (a + ß+ y + 6..). 
1. Das Produkt aus den Drehungs factorer 
mehrerer Winkel ist dem Drehungsfactor der Summt 
dieser Winkel gleich. 

Setzt man in der letzten Gleichung a = /? = j'=ij=.., 
und ist die Anzahl der gleichen Winkel n, so erhält man 
IL (cosa + i sina)" = cosna + i sinna. 

Für einen Quotienten findet man 
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cosa + i sin a {cosa -\- isina ) {cosß — isinß) 

cosß -\- isinß {cosß 4- isinß) (cosß — isinß) 
{cosa + i sina) (cosß — isinß) = cos (a ~ ß) + i sin (a — ß)(2.). 
ni. Der Quotient aus den DrehuQgsfactoren 
zweier Winkel ist dem Drehungsfactor der Differenz 
derselben gleich. 

- i sin a cos ß — isinß ^ 



Es ist also - o , 

cosß + 1 



cosa + i sinß 
.'. (cos a + i sin a)" " 



i sin ß. 



cos na +_ i sin na 
= cos «G + i sin na. 
Aus der IL Gleichung ergiebt sich, wenn man na =^ a setzt. 



cos — -H i sin — = (cosco + isiniojn. 
n n 

Potenzirt man diese Gleichung weiter mit der ganzen Zahl m, 

so hat man 

V. cos — u + %sm — w ^= (cos w -|- * sm w) " , 

L. Euler: Introductio I. 132. 133. 

4. Es ergiebt sieh aus der Addition und Suhtraction der 

beiden Gleichungen {3. II.) 

(cosa + isinaf' = cos na + i sin na 

(cos a — i sin a)" = cos na — i sin na 

(cos a -{- i sin a)" + (cos a — isin «)" 
cos na = ^^ ■ — — = — ^ — ; 

(cosa -\- isina)" — (cosa — isina)" 
Sin na = — ~—^ — ■ . - ' ■ — — ~—L-_ 

Entwickelt man die Potenzen nach dem binomischen Satze, 
so folgt 

cos na = cos a 



('>i\ „ ■ 5 , (n\ „ . 

- lo) Cösa"--^ sina^ + 1^) cosa"-^ 

— [pA cosa"-^ sina'^ + .. 

cosa" ^ sina — [gl cosc" '^ sina-^ -{• 
U ) cosß"^" Sina-' — . . . 
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Hiernach ist z. B. 
cos 2a = cosa^ : — sina^ 
cos 3a = cosa^ — S cos« sin a^ 
cos ia = cosa* — 6 cosa sina^ + smo* 
cos 5a ^ cosa^ — 10 cosa^ sina^ + 5 cosa sine 
sin 2 a = 2 sina cos a 
sin 3a = ^ sina cosa^ — sina^ 
sin 4c = 4 sina cosa^ — 4 cosa sina^ 
sin 5a = 5 sina cosa^ — 10 sina^ cosa^ -|- sina 
Vgl. g 3; 6. — L. Euler-3. a. 0. 133. 



§ 5. 
Bereclinim^ der Wliikelfunctionen. 

1. Die Längeneinheit AB beschreibe, 
flureh eine Drehung um A, den Sector ABC 
mit dem Bogen BC = a. Von C aus sei 
auf AB die Senkrechte CD gefällt und in B 
auf AB eine Senkrechte errichtet, welche 
den verlängerten Radius AO in E trifft. — 
Aus der Vergleiehung der drei Flächen, des ■" -S 

Dreiecks ABE (A ABE), des Sectors ABC (sc ABC) und des 
Dreiecks ABC (A ABC ) ergiebt sich (1. B. § 38; 6. § 47; 15) 
A -4BE > sc ABC > A AB<T, 
.'. AJB . BE > AB . a > AB . CD; 
BE> a > CD; 
tgay- a > sina 




1 



- > 



>i; i>i 



Wenn nun a sieh dem Werthe o nähert, so nähert sich 
cosa, also auch — — , dem Werthe 1 (§ 1; 6), mithin ist auch 1 



er Grenzwerth von - 



- und 



SWa 



, von -r-- und ^—. 
Sin u u '9 a a 

Newtonr Philos. nat. princ. matheni. I; lemma 7, 
2. Es sollen nun für sma und cosa mittels der Methode 
der unbestimmten Coefficienten Reihen gesucht werden, welche, 
wie die dekadischen Zahlen nach Potenzen von 10, nach ganzen 
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Potenzen des Winkels « fortschreiten, wenn a die Länge des 
Bogens für den Radius '= 1 ausdrückt. Es sei 

{Ä.) sina = «0 + a^a + a^a^ + a^a^ -\- a^a^ + .. 

(5.) cosa = 00 + 6,c + &aß' + &3«' + öl«* +.. 

Da nach § 3; 10 

sin (— o) ^ — s/m« 
cos ( — o) = cosa 
ist, so ergiebt sich, wenn man — a statt -f- a in (^.) und (5.) 
einsetzt, 
«n — (^10-}-«^«^ — «3 c^ + «4 a* — , . = — a„ — OiO — «j o^ 



— Os'- 



1 a «* - 



Jo — &i « + ft« «^ — 63 «* + 64 G* — . . = &(, + &, et + 6g «2 
+ &s«' + 64«* + .- 

(C) .: aa 4- «2 a* + (14 ß* + «6 G^ + . . = Ö 

(D.) &i a -h &3 ßä + 65«^+ &,«' + ..= Ö. 

Setzt man in {C.) « = ö, so ergiebt sich % = ö. Dividirt 
man nun die Gleichung a^a^ + «4 «^ -]- ßg«^ + . . = Ö durch 
tt^ und setzt dann wiederum « = 0, so erhält man a^ = 0. Auf 
gleiche Art ergiebt sich 

a^ = 0, üs = etc. ; Ä, = Ö, &a = Ö, 65 = ö etc. 
so dass die Gleichungen (-4.) und (B.) in folgende übergehen: 

{E.) sm«! ^ et G + Oa«* + a^ a^ -{- aj a'' + . . 

(F.) cosa = 60 4- 6,«^ + &,«■• + 06«' + . . 

In der Reihe für sma fehlen mithin alle geraden, in der fUr 
cos« alle ungeraden Potenzen von o. 

Dividirt man die Reihe (E.) durch a und lässt « in Ö über- 
gehen, so wird ^ % = 1, so dass man erhält 

sina = ö -I- % G= + % «5 + o, ß' -i- . . . 
Es ist nach § 4; 3 

{cosa + i smaY = cos 2a + isin2a, 

.: (&o +■ h^^ + l?*!"* +■• + ia + ««s«' + «»5«^ + •■)' 

= 00+62 i2ay + 64 (2g)* + .. 2ia + iaa {2g)= 

+ ia^ {2ay + ..; 

... J^S 4. (2&,63 — 1) ßä + (2&(,J4 + bi' — 203) fl* + 

(2&0&, + 26264 — 2«6 — »3^} ß« -)-..= 60 + 462«^ + 

166iß* + Uh^a^ + ..; 

2 i ih ß + ((% 5„ + b,) ßä + («5 &o + «3 62 + ^-4) "*+.-] 

==2« (G + 4«3«ä + 16«5«= + •■). 
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Die beiden letzten Gleichungen drücken aus, dass in der 
ihnen vorhergehenden die reellen wie die imaginären Theile ein- 
ander gleich sind. Weiter aher erhält man für die Coefficienten 
folgende Beziehungen: 



h' - 6, 


6. = 1 


26.4, — 1 =2S, 


«365 + 6a = 4% 


26„S. + 6,' - 20, — 16*4 


% 6(> + Hg 6g + 64 = I6Ö5 


26o4e + 26364 — 2% — «3^ 


0,60 + 056a -i- OiK •+■ h 


— 646,; 


— 640, 


.-. 6. = 1, 6, = - 1 6. = 


1 , 1 

^ !!■ *• = ~ F! °- '■ *• 


0, = 1, «, j-j, Os = 


= IT!' "> - - ri "• "• '• 


Es ist also 




I. sina = a — q-j + 


fl-Tl + "- 


IL cosa ^ 1 — ^ö^ + 


ii-6->--- 



J. Newton; Brief Oldenburg's an Leibniz Tom 12. April 1675. 
3. Für praktische Rechnungen ist es wichtig, zu wissen, bei 
welcher Grösse von a sma von a und cosa von 1 noch nicht um 

eine Einheit der Mten Decimalstelle, oder um ^qb' ^«'■^^hieden ist. 

Aus den vorstehenden Gleichungen folgt; 



für sina muss ß — ^ < ttw, ."■ 

für cosa muss 1 — ^ < Jq"' '" 
iein. Wenn z. B. sina von a und 
),000001 abweichen soll, so hat man für i 
^ 6 = 0,778151 
^ 10« = 6 


cosa von 1 nicht um 


0,778151 — 6 





0,2593837 — 2 = 6i 0,0181712 
.•. o < 0,0181712. 
Will man diesen Werth des Winkels in Graden, Minuten und 
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Sekunden ausdrücken, so hat man, nm 
erhallen, 0,0181712 mit 206264,8 2u 
Nun ist 


zunächst die Sekunden zu 
multipliciren (§ 46; 15). 




lg 0,018172 — 0,2593837 - 
lg 206264 = 5,314425 


- 2 








3,5738087 = lg 3748" 
.-. o < 1« 2' 28". 




Für 


cos« ist 

lg 2 =■ 0,301030 

lg 10' = 6 

0,30103 — 6 
0,130515 — 3 - 
5,314425 


- lg 0,00141421 







2,46494 — lg 291,7 
.*. a < 0,00141421 in Theilen des Radius, 
oder o < 4'51,7". 

Es ist also sin (1" 2' 27") von dem zu- diesem Winkel ge- 
hörigen mit dem Radius = 1 heschriehenen Bogen noch nicht 
um 0,000001 verschieden. Ebenso weicht cos (4' 51") von 1 noch 
nicht um 0,000001 ab. 



Zweites Hauptstück: 

Berecliniiiig des Dreiecks. 

§ 6. 
Oouiometi'isclie Gleichungen. 

Wenn a, ß, y die drei Winkel eines Dreiecks sind, 
I + -/ = « (1. B. § 13; 2), und daher (§ 3; 2) 
sina = sin (ß + y) 
cos a = — cos (ß -i- /) 
t,a = -tg<ß + ,). 
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. « ß -^ y 

a ■ ß + 7 

cos g = sm - 

a ß + y 

tg -^ = cotg '^-^ 

cotg ^ 

2. Es ist 

sinu = sm((? + y) =^ 2 sm ^-^ cos ^-^ (§ 3; 1. Zus. 1) 

sm /3 + aw )■ = 2 s?» - - ^ ^ ^ cos ^ (§ 3 ; 4) 

ß^ y f 8 -\-y 8 — y\ 

.•. sina + sinß + siny = 2 stn -- ; ■ Uos — ö-^ + cos ' — ^ 

a 3 y 

sma + sinß + sin y = 4 cos ^ cos ~ cos ' . 

Zusatz. Hieraus folgt, weil 
sin 2« + sin 2ß ■+- sin 2y = sin (tc ~ 2o) + sin (yt — 2;^) 
+ sin (^ - 2y) 
sm2a H- sin2ß ■+- s«m 2^ = 4 sina sinß siny. 

3. Aehnlich wie unter Nr. 2 erhält man aus 

■,ja = 2sin '^ + J' cos '^ + J ' 



sinß — siny = 



, ß + y .,-« <^ — y 



2 2 

a 3 y 

sina + sm/? — siny =^ i sin ^ sin '^ cos ~. 

Zus. sin 2c -f- s«« 2^ — sin 2y = 4 coso cös^ s^'wy. 

4. Es ist cosa =^ 1 — 2 sm | (§3; 1. Zus. 1.) 

cosß ■+- cosy = 2 cos t^^ cos ^-=-''; 

.*. cosa 4- cosß + cosy ^1 -j- 2 sm ö ('^''S ^-ö-- — cos T^ ■ j 

(t (? y 

= 4 siw 2 s»M |- siw |- + 1. 

Zusatz, cos 2a + cos2ß + eosay = — (4 cos« cos,3 
cosy + 1). 
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5. Aehnlich wie unter Nr. 4 findet man 
cos« + cosß — cosy = 4 cos ^ <^<'s I 



■ 1. 



Zusatz, cos 2a + cos2ß — cos2y ^=1 — i sina stnß cosy, 
6. Es ist tga = - tg {ß + y); (1.) 

= _ 'S? + tgy. 
i — tißtgy' 

.: ige, - tga igß igy = - (tgß + tgy); 
tga + tgß + tgy = tga tgß tgy. 

Zusatz. Da cotg | + eo^ | -h co^ | = tg [^ — |j 



+ 

so erhält man 



■ + cotg 



+ c 



7. Es ist 1 — cosa* = sma^ = sin (ß -^ y)" 
= sinß^ cosy^ + 2 sjm/? cosß siny cosy + cosyS^ siny^ 
Addirt man auf beiden Seiten — cosß^ — cosy^, so er- 
giebt sieh 

1 — cosa^ — cosß^ — cos y^ ^=2 sin ß cosß siny cosy — cosß^cosy^ 
— cosy^ cosß^ 
^ 2 cosß cos y (sinß siny — cosß cos y) 
= — 2 cosß cos y cos (ß + y) 
1 — cosa^ — cosß^ — cosy^ =^ 2 cosa cosß cosy. 
J. Götz; Trigonometrie etc. (BerKn 1833) §§ 53—55. lOI. 



§ 7. 
Das recbt winklige Dreieck. 

1. In dem rechtwinkligen Dreiecke ABC 
Bei AB = c die Hypotenuse, ÄC = &, 
JBG= o, ^ BAC^ a. — Nach 1. E. § 42; 8 
besteht die Gleichung zwischen den Längen 
C der Seitenstrecken: 
c^ = a^ + b^. 
Ausserdem lassen sich noch folgende Seitenstrecken und 
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Winkel durch verschiedene trigonometrische Gleichungen ver- 
binden (§ 1; 5). 

1. Die Hypotenuse, eine Kathete und der eingeschlossene 
Winkel, z. B. 

h = c cosa; 
U. die Hypotenuse, eine Kathete und der letzterer gegenüber 
liegende Winkel, z. B. 

a = c . sin et \ 
Hl. die beiden Katheten und ein Winkel, z. B. 
d = h . iga. 
Joh. Müller, EegiomonUnns (1436—1476): De trianguliB oranimoto (1533) 
Lib. I. 27—30, 

Da in jeder Gleichung jede Grösse als Unbekannte betrachtet 
und durch die beiden andern bestimmt werden kann, so ergeben 
sich aus den drei aufgestellten Fällen neun Fundamentalaufgaben. 

2. Der Flächeninhalt F des rechtwinkligen Dreiecks ist aus 
den Seitenstrecken durch die Gleichungen 



■^ = J ^'" -"«" = f ■^(« + ») (« - »' 

zu berechnen. Ausserdem lässt sich der Flächeninhalt noch mit 
je einer Seitenstrecke und einem Winkel zu einer trigonometri- 
schen Gleichung verbinden, nämlich 

I. mit einer Kathete und einem anliegenden Winkel, z. B. 
Es ist a = ö . tga 

.■.F=\\a; 

n. mit einer Kathete und dem gegenüber liegenden Winkel, 
z. B. Es ist 6 = d coUja 

■■■ F = l' cotga; 

in. mit der Hypotenuse und einem anliegenden Winkel. 
Z, B, Es ist, wenn man aus C auf c die Senkrechte CD fällt, 
CD = }) . sma\ h = c . cQSa. 

.•, F ^ -^ sinci . cosa ^ (=■] sin 2a. 

Beisp. a = 33"", b = 56™, e = 65™, c = 30" 30' 37"; 
F = 9240™. 
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Berechnung des Dreiecks. § 6. 

3. In dem bei C rechtwinkligen 
Dreiecke AJBC sei der Durchschnitt 
von den Halbirungslinien der drei 
Winkel; die Fusspunkte der aus auf 
die Seitenstreeken a, h, c gefällten 
" s' ^ Senkrechten werden durch Ä, B', C 

bezeichnet. — Bann ist der Mittelpunkt des Kreises, weicher 
die Seitenstrecken des Dreiecks ABC von innen berührt (1. B. 
§ 24; 10). Ist OÄ = OS = 00' = e, so hat man (1. B. 
§ 29; 2) 

I. 2e = o+ö— e, 

wei! CA' = CB = q ist. Fenier ist tg GAS = OB : AS oder 



II. 



t9-. 



; Q ={h — q)tg 



2' 



und dass tg 45"* = 1 ist, so erhält man 

u, oba: = ^4 = -4- = f, (45. - 1) - : 



(§ 3 ; 3. Zus. 2) 

••■ ? + S 'J I = o 

III. » 'S I - 

Nun folgt aus III. a = 



- (» — C) tg ö 



- 2(>. 
2_S 



'S^ 



! + &■— e = c+e- 



({}+t<i I) 
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Berechnung des Dreiecks. § 8. 

IV. c + e = e cotg I cotg {4S>° — |-j. 

Aus 1. erhält man 

(2 e -i- eY = (a + hy 
.*. 4 e^ + 4 Cß = 2 ah\ 

uüd da sina = - und cos« = - ist, so hat man auch 
c c 

2 ah 



Beispiel: a = 

Q = 15™. 



iO™', c = 89™, 2 « = 51« 58' 43", 



Das g'leichscheukli^e Dreieck und die regrelmässigen Vielecke. 

1. In dem Dreiecke ABC sei SC = a, 
AS = AC =^ l, ^ GAB = o. < ABC 
= BCA ^ ß. — Fällt man aus der Spitze A 
dieses gleichschenkligen Dreiecks auf die Basis 
die Senkrechte AD = h, so erhält man zwei " . ^ 
congruente rechtwinklige Dreiecke ABD ^ ACD und mittels 
derselben, wenn F den Flächeninhalt bezeichnet, nach § 7 ; 1. 2 
die Gleichungen 

I. a = 2 b . sin ^ = 2 b . cos ß; 

II. A = & . cos ^ =^ ^ . cotg ^; 



■ <^otg ^; 



IV. 



: ÄS . ; 



Fällt man aus B eine Senkrechte auf ÄC, so ist dieselbe 
. sina, und man hat 

^ i^ . sina b^ . sin 2ß 

Beispiel: a = 114™, c = 185^^", h = 176™, ABC= 10032^"", 
■- 35« 53' 26". 

■n38,Geomet™. 19 



V. 
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Berechnung 



ä Dreiecks, 




2, Es sei ABC. i 
massiges weck. Die Halbirungslinien der 
Winkel bei A und B treffen in M zusammen, 
und es ist von M aus auf eine Seitenstreeke 
J_B die Senkrechte MF gefällt. — Dann ist 
M der Mittelpunkt des dem necke umge- 
schriebenen und des ihm eingeschriebenen 
Kreises (1. B. § 24; 11). Es sei JMA = MB 
= MC = r, MB = Q. Der Umfang des «eeks werde durch «, 
der Flächeninhalt desselben durch F„ bezeichnet. Nun ist (1.), well 
180» 



^ AMB = ^^^^, 



< AMP = 

. 1800 
- 2 nr sm : 



Beispiel. 



- 2 sip i 



: 17, ^^^^ 
n 

= 2923,85" 



= 21» 10' 35", 
F,, = 672523°™'. 



Das schiefwinklige Dreiecli. 



a) Wiukel und Seitenstrecken. 

1 . In dem Dreiecke A BC sei AB = c, 
BC=a,AC=h,^CAB^a,ABC^ß, 
BOA ^= y. — Fällt man aus A auf BC 
die Senkrechte AB, so besteht ABC 
'ß aus den beiden lechtwmkligen Dreiecken 
ABB und AGB. Für jedes deiselben hbst sich nach § 7 eine 
Grleicbung zwischen drei Stücken aufstellen untei denen siuh AB 
befindet. Eliminirt man AB aus beiden Gleuhungen, so eigiebt 
sich eine Gleichung zwischen 4 Stucken Sollen dieselben aus 
einzelnen Seitenstrecken und Winkeln bestehen so imd dtei Fille 
möglich: Es kann eine Gleichung bestimmt weiden duuh 
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1. zwei Seitenstrecken und die ihnen gegenüber liegenden 
Winkel, 

II. zwei Seitenstrecken, den eingeschlossenen und einen 
gegenüber liegenden Winkel, 

III. drei Seiteostrecken und einen Winkel. 

Mittels der drei Winkel lässt sich eine , Seitenstrecke nicht 
bestimmen. Es folgt die Entwickelung der Gleichungen. 

2. Es ist ÄD = i . siny = c sinß. 

Fällt man aus B auf AC eine Senkrechte, so findet man 

a siny = c sin a. 
Aus beiden Gleichungen folgt 

a _ ■b_ _ _^ 
sin a sin ß sin y ' 
und auch 

d : 6 : c = sina : sinß : siny. 
Sinus: In jedem Dreiecke verhalten sich zwei 
Seitenstreeken wie die Sinus der ihnen gegenüber 
liegenden Winkel. 

Kegiomoctan: De trianguiis etc. Lib. 11. 1. 
Beispiel: 1 : 4 = sin 74" : sin 33» 19' 7". 

3. Aus a -.h ^ sina : sinß (2.) folgt 

h . sina =^ a sin [a -{- y) 

= asi,na cosy -|- a cosa siny^ 
.•. h = acosy ■+- acoiga siny\ 
h ~ acosy 



cotga = ■ — ■' 



Ebenso findet man 

ü cos ß 
a sin ß 

— b cosa 
h sin y b sin a 

a — - c cos ß b — e cos a 
■' ' c . Stnß c sm a 

Man kann diese Gleichungen auch aus der Figur herleiten. 
Z. B. Es ist 

AD = c sinß, BD = c . cosß, BG = a — c . cosß, 
DC . a ■ — c cosß 

AI> ^ ' c . stnß 

19* 
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Berechnung des Dreiecks, § 9. 



Beispiel, a = W" 


•, e — 50" 


■, 1? = 41' 


■17' 


; wie 


gross ist 


y' 






atgi — - 


I,2^„,^ 
unß 












a_ 


= 1,2 
















cosß 


— 0,75U56 
lg 0,448544 - 
Igsmß^ 


. 0,651805 
: 9,819401 


- 1 

— 10 


Jg C( 


)(<,55' 


'47' 


27". 






lg cotgy = 


. 9,832404 


— 10 = 





'6i_ 

300 : 45 = 7 
315. 
4. Es ist {1. B. § 42; 8.) 

c^ = AD-' + BD"; 

AD = h siny, BD = a — h cosy; 

,'. c^ = a'^ ^- 2 ah cosy + 6^ cosy^ + fe^ sm^", 

c^ =1 a* -[- ftä __ 2 flj cös/. 

Ebenso findet man 

a? ^ h^ -\- c^ — 2 bccosa 
b^ ^ a^ -{- c^ — 2 ac cosß. 
Franoisciis Vieta ' (1540— 1603) t Opera mathera. Lugd. Bat. 1646; 
p. "402 ohne Beweis. Letzteren gab Willebrord Sneilius: Doctrina 
trianguloruni. Lugd. Bat. 1637. Hb. H. p. 73. 

Giebt man den letzten Gleichungen die Form 

ö* 4- i^ — c^ 

''"^ ^ ^ 2äb ' 

so lässt sieh ihr Inhalt so ausdrücken: 

Cosinussatz: Man erhält den Cosinus eines Win- 
kels, wenn man von der Summe aus den Längen- 
quadraten der ihn einschllessenden Seltensjtrecken 
das Längenquadrat der gegenüber liegenden sub- 
trahirt, und dieDifferenz durch das doppelte Längen- 
produkt jener zwei Seitenstrecken dividirt. 

Beisp. : Für a = 4'''", b = 5*", c = 7*" ist y = lOP 32' 13". 

Zusatz. Es ist 
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«* = fes ^_ (.2 — 2 bc cosa 

= {h + cy — 2 bc (1 + cosa) 

= (i + c)^ — 4 hc eos^ . 

= (& + e + 2 cös I y&ej U + c — 2 cos^ Vbc). 

Die vorstehende Entwickelung (1—4) giebt im Weaentlichen bereits 
G. S. Kiügel: Analjt, Trigon. (1770) 2. Oap. I~IV. 

5. Will man aus zwei Seitenstrecken und dem einge- 
sclilossenen Winkel die übrigen Winkel des Dreiecks berechnen, 
so kann man dazu statt der oben (3.) abgeleiteten Gleichungen 
auch andere gebrauchen, die eine ununterbrochene logarithmische 
Entwickelung { 



§3l< 



s ist nämlich 


a 


: h 


= sina 


: sinß (2.) 






a 
b 


± 1 = 


sina 
sinß - '• 



— h 



sinß 
■■+ß ^■„ 



' a — b 



i9 — 9— '5 - 



In jedem Dreiecke verhält sich die Summe 
zweier Seitenstrecken zu ihrer Differenz, wie der 
Tangens der halben Summe der gegenüber liegenden 
Winkel zum Tangens der halben Differenz derselben. 

Th. Fink (aus Flensburg in Schleswig); Geometriae rotundi libri XIIL 
Basileae 1583. Lib. X. 
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.ß_. ß_. 



(,(„_<,) = ! 
lg eotg |- = 0,423998 
D . E .1^ (a + c) = 7,958607 - 



ktg- 



, 9,382605 - 10 
575 
300 : 92 



: lg tg 13« 34' 3" 




Durch Addiven und Subtrahireu beider 
Gleichungen erhält man: 



Zusatz, Der vorstehende Satz lässt 
sich auch leicht mittels einer Construction 
in folgender Art beweisen: In dem Drei- 
ecke ABC beschreibe man um C mit dem 
Radius CA einen Kreis, welcher TSC in J} 
und E sehneidet, und ziehe EF \\ DA. Dann ist BD ^ a + h, 



S^ a ~ b, 

^ ACD - 



< EAF = 



■• + ß . 



>-; ^ I)AE = 



m:BE=I>Ä:EF=^:^; 



ny und b : o^inß : siny folgt 
lina + smß 



y Google 



Berechnung des Dreiecks. ^ 



- ß a — ß a — ß 

-^ . cos — g— COS — 2"^ 



(a -f- &) : c = cos - — g— ^ : cos - — ^ 

„ a + ß . a — ß . a - ß 

, 2 cos ;;— ^ . Stn s—>- Sitt jr— i- 

ö 2 2 2 



11. {a-i):c = sin '^^ : sin ^-^. 

, . . r, ■ 1 . -,. ■ v f die Summe 1 

In ledem Dreiecke verhalt sich i,. ,-,.„„ h 

•' Idie DiilerenzJ 

fOosinusi 

L Sinus j 

der halben Differenz der gegenüber liegenden Win- 

kel zum ' 

Antonio Cagnoli: Trigonometria etc. Ed. 2. (Bologna 1804) 585. 586. 

Anmerlc. Man kann die Gleichungen I. und 11. aus der voretehenden 
Figur dadurch ableiten, dass man den Sinussatz aiif die Dreieclie ABD und 
AUE anwendet. 

Dividirt man beide Gleichungen durcli einander, go erhält man den 
Fink'schen Satz (5.), 

7. Au» dem Cosinussatze lassen sich Gleichungen ableiten, 
welche in vielen Fällen für die Berechnung der Winkel aus den 
Seitenstrecken eines Dreiecks bequemer sind. 
Man hat nämlich (4) 

1 + cosa = 1 + --^tK-^^; 
— ~ 2 hc 



und 1 + cosa ^ 2 cos ^ , 1 ~ cosa = 2 sin ^ (§3; l.Zus.l) 

a^ _2bc + b^ + c^ ~ g-^ _ {h + c)^ — a^ 
... ^ cos 2 - - -- 2 j^ - 2 6c 

_ {a + h + c) {h + ^j:^a) 



cos -. 



Abc" 
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296 Berechnung des Dreiecks, | 9. 

n . a'^ 2 &c — Ja _ (.3 -)_ a^ a^ ~ (i — c)^ 
2 ^„ - = .-- = -^_^ 

Sin TT- = ^^ — ■ — fx — -■ 

2 4 6c 

Setzt man a-|-ö + c= 2s, 8o wird b + c — a ^ 

2 (s - «), o + 6 - c -= 2 (s — c), a — & 4- c = 2 (s — &), 

mithin 

I I- 

^■"■" o ; — jg 

SchooteETfExerdtat. mathem. libri V. Lugd. Bat, 1657. p. 499) 
schreibt die Entdeckung dieser Gleichungen dem William Purser, einem 
Mathematiker in Dublin, zu, Pfleiderer: Trig. S, 398. 

Durch Division der Gleichungen I. und II. erhält man 

G. Joachim Rhäticus (1514 — 1574): De triquetris rectarum linearum in 
planitie p. 102 in; Opus Palatinum de triangulis, a Georgio Joachime Rhetico 
coeptiim: L. Valentinus Otho consummavit 1596.' 
Zusatz. Setzt man in 

sina = 2 sm n cos ^ (§ 3; 1. Zus.) 

für sin ^ und cos ^ die eben gefundenen Werthe ein, so er- 

giebt sich 

sina = j^ Vs (s — a)Js — b) {s - c). 

8. Projicirt man in einem Dreiecke je 2 Seitenstrecben auf 
die dritte, so findet man 

a = b cos y+e cos ß; b ^ c cos a + a cos f\c = a cos ß + i cos a. 
Anmerk Bezeichnet man als „Grundaufgaben" di^enigen, in denen 
emzelne btQoke ^^pben sind und gesucht werden, so ergiebt sich folgende 
Uebersicht deiselben 

Gegeben [ Gesucht r 

1) d Seitenstrecken, . . 1 Winkel 

2) 2 Seitenst n der einge'chl Winkel; I die dritte Seitenstrecke. 

3) _„„___ — _ [i Winkel. 

4) 2 'leiteubtr und pm Gegenwinkel; i die dritt« Seitenstrecke. 

5) — — — - — — — — der andere Gegenwinkel. 
ei_ — _- — — ^ — _ der eingeschlossene Winkel. 
T) 1 Seiten6trei,ke und 2 Kinkel; . : eine Seitenstrecke. 
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§ 10. 
li) Yerschiedene Winkel uud Strecken, 
1. In dem Dreiecke ASC sei 
AD = ha die zur Seitenstrecke 

BC = a gehörige Höhe, — Nun ist 

Ä„ = c . sinß 




?^ (8 9; 2.) 



a sinß siny 


Sin{ß + y) 
p. 96) ScMesst: ha 



J. Newton(Arithm.aniv.Lugti. Bat. 1732] 
lacogy — , a — ^oigß~+ eotgy ~ 'imJß^Y)' 

2. Bezeichnet man unter den durch die Höhe ha auf der 
Grundlinie a gebildeten Abschnitten BD durch h^, CD durch c^, 
so ist 

h^ : c^ ^= c cosß : h cosy 
c : h = siny : s-inß 
.•. ?ii : Ci ^ cosß siny : sinß cosy. 
Wenn man diese Gleichung zu 1 addirt, dann von 1 sub- 
Irahirt und endlich die Resultate durch einander dividirt, so er- 
hält man 

&i + Ci ^ sin (ß + y) 
bi — c^ sin iß — y) 

a 6j — 4 

* ' sina sin (ß — /)' 
Antonio Cagnoli: Trigonometria etc. 604. 
Beisp. Ji = 45™, e, = 30™, a = 67" 13', ß = 6P 42' 16,5". 

3. Behalten wir die unter Nr. 2. angegebene Bezeichnung 
der durch die Höhe auf der Grundlinie a bestimmten Abschnitte 
bei und beachten, dass (§ 9; 2) 

a 5 __ c_ , a h '\~ c 

sin a sin ß siny' ' ' sin a sinß -\- sin y' 

so ergiebt sich 



II. 
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sinß -{- siny 



b + c 
' b^ ~ c, 



, ß + y ^„, 

2 

ß + y 
2 

' '. ß - r'' 



sin {ß - y) 



M. Hirsch: Geom. Aufg. I, (Berlin 1805). § 70. — F. Seydewtü 
Tr^. Aufg. (1839). S. 112. 

Beisp. S + c = 125«", ^j^ ~ c^ == 25™, a = 60». ß — y 
= 19« 56' 54". 

^ 4. Emchtet man in den Mitten D, E 

der Seitenstrecken a, h des Dreiecks ABC. 
auf diesen Seitenstrecken Senkrechte, welche 
in zusammentreffen, so ist der Mittel- 
C punkt des ABC umgescliriebenen Kreises 
(1. B. § 24; 9), OB = OC = r der Radius desselben, mithin 
^ BOG = 2 ß, BOB = a, 

.-. BD = OB . sina = r sina 
a = 2r sina. 

Man erhält eine Seitenstrecke eines Dreiecks, 
wenn man den Sinus des ihr gegenüber liegenden 
Winkels mit dem Durchmesser des umgeschriebenen 
Kreises multipiicirt. 

}^ T, 5- Die Seitenlinien eines Drei- 

. ecks ABC können bekanntlich {1. B. 
§ 29; 2) alle drei von vier Kreisen 
berührt werden. Es bezeichne p den 
_ _ Radius des inneren Berührungs- 

kreises; e,, Qs, Pa seien die Radien 
der äusseren, welche die Seitensti-ecken a, b, c auf der äusseren 
Seite tangiren. Tretfen die Halbirungsllnien' des Winkel ß und y 
in Mf die ihrer an a liegenden Nebenwinkel st — ß und n: — / 
in N zusammen ; fällt man aus M auf a und & die Senkrechten 
MB und ME, aus N auf a und b die Senkrechten NF und NQ: 
so ist MB = ME = Q, NF= NG = Q^. 
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Da in dem Dreiecke MBC nach Voraussetzung ^ MBC = -|, 



2 
man (1.) 



sin (I + I) 
a sin TT sjJi jr Sin 

I- • ■ c — = 



""" 2 2 2 

In dem Dreiecke HNO ist < CBN — f - | , * -BO*" 

5 — i, iiiitliin ^ BffC = |- — f, «Islier 

« »s I cos i 

NF = ei = ^ 

cos 2" 

In dem Dreiecke ÄNO hat man < CAN =- -J , ^ ÄO^ 

-^, folglicli 

h sin -^ cos -^ 



o cos -^ ( 



Auf gleiche Weise findet r 



, <x y ■ ß 7 ■ ß 

cos -o cos -fr- a sin -^ cos -^ c stn -^ < 

m. c, = ^ — = -- 
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c cos -^ cos -^ a cos ^ s 



IV. e, : 



6. Mittels der vorstehenden Gleichungen erhält man, wenn 
r der Radius des umgeschriebenen Kreises ist: 

|?i + es = <: otff ^■, Qs — Q = ctg ^ 



m ■ 



II. ei ■ 



= acotg^; ?, - 
-- 4rcos ^■, Q3 - 
-- 4r cos ^\ Q^ ■ 



-{4.) 



Us + 03 = 4 r cos "2 ; Pi ■ 



ir sin - 



IIL .■. gl + ?2 + 03 — e = 4 r. 

Die Gleicliimg EL fand K. W. Feuerbach: Eigenach. des geradlinigeu 
Dreiecks (1822.) | ö. 

7. Multiplicirt man die Radien der 4 Eerührungskreise 
paarweise (5), so erhält man 



I. 






: ab cos 



ffQa -- 



-ö\ eQ, - 



■■ ac sm -^ ; 
: bcsin --; 



Cs Gä = bc cos 2" ; e öl = 
Aus diesen Gleichungen folgt weiter 

Iei 02 + e Ps = «& ; 
Pa 63 + e öl = ÖC. 
III. .-. e (ßi + Öa + öa) + öl 02 + 01 03 + 0ä es ^ 
ae + be. 
Die Gleichung IH. hat Feuerbact a. a. 0, § 6. 



8. Da (5.) 



ß - , 
' 2 ''" 2 
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Berechnung 


des Dreiecks 


unt 


(40 


a 


= 2r sin 




= 4 


r Sit 


ist, 


so hat 
I. 


man 
Q 


^ ir sin 




sm 


ß 
9. 




Ebenso findet man (5. 4): 
II. Q^ = ir sin ^ 


cos 


1' 




IIL 


es 


^ ir cos 


2 


sin 


t, 




IV. 


e» 


^ ir cos 


« 


cos 


i , 



Beispiel, a = t4» 37' 40" , 
= 12,813'''". 



750 16' 30", r = 27""', 



9. In dem Dreiecke ABC sei der Win- 
kel CAB = a durch eine Gerade halbirt, 
welche BC = a in D schneidet. — Nun ist 
BD: AD = sin -J : sinß 





AH : BG= siny 


:«» 2' 








I. 


.-.BD : DC = siiiy : sitill. 
BD + DO am ■/ + sinß 
'BI} — I)C siny ~ sinß' 






II. 


'* 1 
BD-DC ^ 7 — ß 


.^-^s^ 


5) 


Cagnoli 
10. In 
dem Drei- 
ecke ABO 


Trigon. 606. 


4 


' 


\ 




sei von A 
auf BC 


,/ 




\ 


\ 


die Senk- 


•-^ ^ ■? ■ 











rechte AD gefällt. — Nun ist 
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t : 


c = 


sinß :_smy 
DBA : smy 








= 


cos BAD : a 


sCAD 


s 

h 


+ 


c 


cos BAD -h 
cosBAD — 


cos CAD 
co's CAD 






- 


, CAD + BAD 
cotg =1 




t, ^^^ - 


BAD 



Ist nun ß > 90» (Fig. I.), dann ist ^ CAJB — BAJ) -- 



I. 



i + c _ cotf i {CAD + BAD) 
l — c "' '"'a 



"Wenn aber ß <90° ist (Fig. n.), so iiat man CAD + BAD - 

,, . b + c _ J" 2 

• • S - c Ig i iOÄB- BAD)' 
Cagnoli a. a. 0. 605. 

11. In dem Dreieclte^LBC sei D 

Mitte von BC. — Es ist nun 



M 


'5 




h : CD ^ sin GDA : sin DAC 




DB : c = sin BAD : sin ABB 




.-. 6 : c = sin BAD : sin DAC. 




6 4- c sin BAD H- sin DAC 




" h — c sin BAD — sin DAC 



l - e~ tg \ {BAD — DAC) 
CagaoH a. a. 0. 607. 

§ 11. 
c) Der Flüeheniiilialt. 

1. Es soll der Häeheninhalt F eines Dreiecks J-BC 
I. aus seinen Winkeln und Seitensti'ecken, 
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IL aus seinen Winkeln und dem Radius r des umge- 

scliriebenen Kreises, 
III. aus seinen Winkeln und den Radien g, Qi, q^, q^ der 
eingeschriebenen Kreise bereciinet werden. 
Im ersten Falle ist der Flächeninhalt abzuleiten: 

1) aus zwei Seitenstrecken und dem eingeschlossenen 
Winkel, 

2) aus zwei Seitenstrecken und einem gegenüber liegen- 
den Winkel, 

3) aus einer Seitenstrecke und zwei Winkeln. 

2. In dem Dreiecke JJBC sei AD 
die zur Grundlinie a gehörige Hohe. — 
Dann ist (1. B. § 38; 6. Zus.) g 

2 

AD ^ 6 SM;'; 

~ a . b . siny 

.: ± — ^ - . 

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben 
Längenprodukt zweier Seiteostreckeö, multiplicirt 
mit dem Sinus des eingeschlossenen Winkels. 
Regio montan; De triangulis etc. II. 26. 

Beispiel, a = 57, 3™, b = 68, 4^. 'y = 126" 23' 28", 
F ^ 1577, 50™. 

3. Soll der Flächeninhalt aus h, c und y berechnet werden, 
so hat man 

AD ^ b siny 

CD == h cosy\ BD = -/c* — b^ siny^; 

.*. i^C = b cosy ±_ Vc^ — b^ siny^ 



F = b siny (b cos y + V c^ — b^ sJn y^). 
Von den Vorzeichen des Wurzelausdrncks gilt das obere, +, 
wenn y spitz, das untere, ~, wenn / stumpf ist. Ersteres tritt 
jedenfalls ein, wenn ß stumpf ist. Liegt dieser Fall nicht vor, 
so ist y nur dann unbedingt spitz, wenn h "^ c ist. 



y Google 



Berechnung des Dreiecks, 



spiel. Für i — 9'-, c — T", y = 88« hat 


man 


. Sil» 88» (7 m 88« + y(9 + 7 . s.n 68«) (9 - 
sin 68» = 0,927184 
7 


. 7 sin 68»). 


7 . sm 88» = 8,490288 
9 + 7 si« 68» = 15,490288 
9 - 7 si» 88 = 0,509712 
lg 15,490288 = 1,190059 
Tg 0,509712 = 0,707325 - 1 




0,897384 : 2 




0,448692 = lg 2,8099, 
cos 68« = 0,3746088 
7 




7 cos 88» = 2,622246 
2,8099 




lg 5,432146 = 0,734972 
lg 8.490288 = 0,812264 





Jg F~= 1.547236 = lg 35,256 
F = 35,256D''». 

4. Für die Berechnung des Flächeninhalts aus der Seiten- 
Strecke a und den Winkeln des Dreiecks hat man die Höhe 

AD = «Lf^ij^r (§ 10; 1); 



.:F = '^ 



_ a' stnp siny 
2 sina 

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem Länge n- 
quadrate einer Seitenstrecke, multiplicirt mit den 
Sinus der anliegenden Winkel und dividirt durch 
den doppelten Sinus des gegenüher liegenden 
Winkels 

F. W. icn Oppel Analysis triangulorum (1746) I, § 70. 
Anmerk Die 1 B Sj 47, 1 gelöste Aufgabe, den Fiächeoinhalt eines 
DreiecliE aus den Seitenstrecken zu hereclmen läast sich auch ieictt trigono- 
metrisch entwiclteln Man hat nimlich 

r ^ > ab au j, 
und (g 9 ; 7 Zus ) 
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5. Zur Bestimmung des Flädieninhalts mittels der Winkel 
des Dreieclis und des Radius r des umgeschriebenen Kreises hat 

man F = g (2.) 

a = 2r sina, c = 2 r sm y (§ 10 ; 4) 
.-. F = 2 r^ sina sinß siny. 
Beisp. r = l¥"^, a = 83" 15', ß = 54« 27', F= 213,1590*». 

6. Es sind endlich noch die Gleichungen zwischen dem 
Flächeninhalte, den Winkeln und den Radien der vier Be- 
rührungskreise des Dreiecks zu ermitteln. 

Setzt man in die vorstehende Gleichung (5.) die aus § 10; 8 
entnommenen Werthe für r ein, so erhält man 
„ pä sina sinß siny 

-* = a^ gs nr- 

8 sin -j stn '^ stn ^, 

a 8 y 

I. = pa cof^ ■- c&tg ^ cotg ■^■, 

_, ßi ^ sin a sinß siny 



II. 


= ei' cot) a" '» 2 '» 2 


m. 

IV. 
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Drittes Hauptstttck: 
Berechnung des Vierecks md nette. 

§ 12. 
Sehnen- und TitngentcnTiereeke. 

1. In dem hohlwinkligen Sehnenvier- 
ecke ABCD sei AB=a,BC=h, CD = c, 

DÄ= d. — Da^ {a, h) -^ {c, ä)^ 180", 

mithin cos {c, d) = — cos (a, b) ist, so 

hat man 

ß2 -|_ ^s „ 2 a& cos («, b) ^^ c^ + d^ + 2 cd cos {«, b), 
a^ + h^ — c^ — d^ 

.. cos (a, 0) = rm. — 1~ — t"\ i 

^ ' ' 2 {ab + cd) ' 

1 + cos (a, 0) ^ 1 H f. . i- — ^T — — . 

— V ' ' — 2 (ab + cd) 

1 , / 7^ (a + hy - (c ~ dy 

1 + ,,, («, ;.) = - 2(«6 + cir" 

^ (a + & + c- rf)(a+5— c+tJ) 
2 («6 + cd) 

1 — cos (ff, &) — ' ^ — - 



2 {ab + C(?) 
~ 2"((£& -h cti) 

Setzt man «+i4-e+(i = 2s, so wird 



|/il. 



^'" 2 - F , a& -H c(i 
/(l -I- cos (a, ö)) (1 — cos {a, &)) = sjm (a, ö) 



^)Ji- ^) (« -J)_iß-3 



(ab + cd) 
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Berechnung des Vierecks und necks, § 13. 

2. Schneiden einander die Diagonalen ÄC = e und 1 
in E, so ist 

«2 = AE'' + BU^ — 2ÄE . BE cos (e, f) 
feä = B^s + CE^ + 2BE . CE cos (e, f) 
.: b^ - a^ = 2SE . e . cos (e, f) 
d^ — c^ = 2DE . e . cos {e, f) 
.: 6^ 4- d^ — «^ — e^ = 2 efcos (e, f). 
Du aber ef = ac + hd ist, so ergiebt sich 

cos (e, f) -- 



Hiera 



2 (ßc + 6(7) 
i ergiebt sicli wie unter Nr. 1. 



.to 



' ac 



- a) (s 



-J), 



- M 



St-urm: Ann. äe Mathem. par Gergonne XIÜ, (1822—23) p. S14. 

3. Bezeichnet r den Radius des Kreises, welcher dem Vicr- 
eclie A.BCB umgesehrieben ist, so hat man (§ 10; 4) 

2 a h _ _c _ d 

sin {d, f) sin (c, f) sin (b, f) sin (a, f)' 

4. Für den Flächeninhalt F des Sehnenvierecks hat man 

Ti ah + cd ■ / ,. 

F = — I — - . Sin {a, h). 

5. In einem hohlwinkligen Vierecke 
ABCD, welches einem Kreise mit dem 
Radius r und dem Mittelpunkte M um- 
geschrieben ist, sei AB = a, BC = b, 
CD = c, DA = d; die Seitenstrecken 
a und d werden in F und H yom Kreise 
berührt. — Da MA den Winkel {d, a) 
halbirt, so ist der Inhalt des Dreiecks ÄME 

r^ . {d, a) 

2" '"^^ "2 ' 

mithin der Inhalt des Vierecks AJEMH 




Für 
sich also 



den Flächeninhalt V des Vierecks ABCD ergiebt 
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§ 13, 

Das einfache Viereck. 

1. In einem einfachen "Vierecke können unter den Seiten- 
strecken und Winkeln je sechs Stücke durch eine Gleichung ver- 
bunden werden, und zwar: 

1. vier Seitenstrecken und zwei gegenüber liegende Winkel ; 
n. vier Seitenstrecken und zwei benachbarte Winkel; 

III. drei Seitenstrecken, ein eingeschlossener und die beiden 
nicht eingeschlossenen Winkel; 

IV. drei Seitenstrecken und drei Winkel , von denen zwei 
eingeschlossen sind, 

2. Es sei zwischen den vier Seitenstreeken a, ö, c, d und 
den zwei Winkeln (a, h) , (c, d) eines einfachen Vierecks eine 
Gleichung herzustellen. — Das Längenquadrat der Diagonale, 
welche durch die Winkel (i, c) und {d, a) geht, hat die Werthe 

(§ 9; -1) 

I. a^ + b^ — 2 ah cos («, 6) = c^ + d'' — 2 cd cos (c, d). 

Aus dieser Gleichung folgt 
(a+ ly ^2ah (l + cos(a,b)) = (c + d)'^ — 2cd(l + cos{c, d)}, 
oder 

(a+hy — iahcos^-'^P^ = (c + d)^ - icäoos ^'; 

ferner 

{a — by + i ab sin ^— - = (c — d)^ + 4 cd sm — ?,-^ ; 
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Berechnnng des Vierecks und necks. 
(o + S + c + <I) (o + J 



i) (o - 



e- d) 


= iah m 


(«, h) 
2 




— icd cos 


(c,Ä)«. 
2 • 


c + ä) 


= iedsm 


(c.i) 
2 




- 4ab sin 


(a, *)' 
2 ' 


c + d) 


^ iah cos 


(», S) 
2 


■i- 4 cd sin 





■d){a^ 



- b + c+ ä) {a-b-c-d)= — iabsm ^'-^- 
— 4 cd cos - 'o • 

Zusatz. Der Flächeninhalt F wird ausgedrückt durch 

„ ab cd . . 

r = y SiH (a, &) + y sm (c, (?). 

3. In dem Vierecke ABCD sei 
zwischen den vier Seitenstrecken 
Aß=a, B0= b, CD = c,DA^d 
und den beiden c anliegenden Win- 
keln eine Gleichung zu ermitteln. — ^ — „ r— 
Fällt man aus B auf AD die Senk- 
rechte BE und aus C auf BE die Senkrechte CF, so ist 

BJ5 = C S»M (C, d) — 6 SM [(Ö, c) + (c, (?)] ; 

EA == d — ccos (c, (?) + & cos [(&, c) -f- (c, <?)] ; 
0.2 ^ B^ 4- EA\ 

«2 = &« + ,;2 + da — 2 6c cos (6, c) — 2 cd cos (c, d) 
+ 2 6d cos [{b, c) + (e, d)j. 

4. Es soll in dem hohlwinkligen Vier- 
ecke ABGD zwischen den drei Seiten- 
strecken AM = a, BC = 
den drei Winlieln BAB ■■ 
CBA = (c, d) eine Gleichung ermittelt wer- 
den, — Fällt man aus B auf AB die Senk- 
rechte BE und aus C auf BE die Senkrechte CF, so ist 




m drei Seiten- j _^ 

h, CD = c und .^^HjV 

= (d, a), {a, h\ yX V 

iff ermittelt wer- 1=^- T""l. — ^^ 



2» ^ 
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BE = a sin {d, a) 

BE = BF + FE^ i sin [(d, a) + {<x, h)] + c sin (c, d) 
.: a sin (d, a) = ö sin [(d, a) + (a, ö)] -f- c sin (c, d)- 

i,^ 5. Zwischen den drei Seitenstrecken 

^^^— -pV' a, h, c und den drei Winkeln (d, o), {a, h), 

^ ^\ \ \^ j (6, c) des Vierecks erhält man die gesuchte 

■^ ^ Gleichung aus der vorstehenden sofort, 

wenn man bedenkt, dt^s ^ (c, (f| = 360" — [(d, (e) + (a, i) 

+ (6, c)], also sm (ö, (?) == — sin [((?, a) + {a, h) + (6, f^)] 

ist. Man findet a sin {d, a) = & sin [(d, a) + (a, 6)] — c sin 



i{d, a) + ia, h) + {&, c}]. 




J H Limber BeWg zua Ubrauche 1er M th 2 The 1 (1 70 VII. 


Äamerk M tele der vor t hend unte Hr ^—1 entwcketen ler 


Ha pt^lc chung la en s h folgend U G 




r-etl n 


Gesuch 


1 4 S en u i 1 W ke 


n henachbar er "\'* nk 1 


2) — — — — — 


d ge r 1 CE nde W nkel 


3) 8 Se te strecken un 1 " ler m tt ern an 




1 egecde 'W nkel 


d e Ti rte ''e tenst e ke 


4)_ - _ _ _ _ 


-Vi kl 


5 Se tenst ken nd d e ■> d e nen 




a e en in eg nde \\ nkpl 


d e erte '>e tenstrecke 


e — — - _ — - 


ler zwe te e ngeschlossene W nkel. 


7) _____ _ 


der zweite nioht eingeschl. Winkel. 


8)8 dl W 
10) g 


ec e. 
tr e. 


11) - - _ _ _ 


Winkel. 


12) _____ 


eschk W. 


13) 






t>. In dem Vierecke A£CD sei AB = a, 
BC ^ b, -K A-BC = y, iC ABB = «, 
■^ CBB -= ß, ^; BAD = a;, < BCD = y. 
— Nun ist 
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Berechnung des Vierecks and necks. § 14. 311 

a : BD = sina : sinx 
BD -.i =^ siny : sinß 
.*. a : h = sina siny : sinß sinx 

siny a sinß 

sinx b sina 
Nun ist X + y = 360" — (a +/? + /) = 9, also 
= cp — cc, daher 

sin {(p — x) a sinß 

sin X b sin a 



sinq) . cotg X — cos(p ■■ 



II. cotgx = cotgcp - 



a sin ß 
b sina 

a sin ß 

b sima sinw' 



Setzt man in I. " '^ = coigS = - 

sinx ~ siny sind — cosö sind — sin (9 0° — ö) 

sinx + siny sind + cos 3 sind + sin (90'' — d) 

^ 2 

III. tg '■"-'^ = ij, I . (j (ä - 45»). 

„ , , , . .TT C' sin ß , , ■ . 

öetzt man hingegen m 11. 7 — r : — = taip, so ist 

° ^ b sma sm(f) ' ^ 

cotg X = coig (f -\- tgip. 

T\r I <^os (ep — ip) 

IV. coig(C ==^ — r-^ p. 

'^ stnif cosip 

Anmerk, Die Aufgabe, aus den übrigen oben bezeichneten Stücken des 
Vierecks die Winkel x und y zu berechnen, löste zuerst W. Snell: Era- 
tosthenes Batavus. Lugd. Bat 1617, später Pothenot (1692), J. H, Lambert 
(1765) u. A. 



Das Tollstiiudig'e Tiereck. 

1. In dem vollständigen Vierecke (ABCD) sei AB = a, 
' = b, CD ^ c, DA = ä. Unter den sechs Seitenstrecken 
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Berechnuag des Vierecks und necks. g 14, 

schneiden einander die ^ 
liegenden a und c in E, i und d 
in F, e und f in G. ~ Projicirt 
man in dem Vierecke ÄI)BC die 
drei übrigen Seitenstreclten auf 
die Strecke e, so ist 
ä cos {ä, e) + f cos (f,e)+h cos {b, e) 
cos id, e) -f- ef cos {e, f) -\- he cos (&, e). 



■- de 



In den Dreiecken ahe und cde ist aber 

2 de . cos {d, e) = A3 + e^ — c^ 
2 he . cos (i, e) = J^ -)- e^ — a". 
I. .*. 2 efcos (e, f) ^ a^ -{- c^ — b^ — dK 
Ebenso erhält man, wenn man in dem Vierecke ABCD die 
drei übrigen Seitenstrecken zuerst auf a, dann auf d projicirt 
IL 2 ac cos {a, c) = e^ + f^ — 6^ — d^; 
m. 2 hd cos (b, d) = e^ + f^ — a'' — cK 
Bezeichnet man der Kürze halber zwei gegenüber liegende 
Seitenstrecken als „Gegenstrecken", so drücken die Gleichungen 
I. IL in. folgenden Satz aus: 

In einem vollständigen Vierecke ist die Summe 
aus den Längenquadraten zweier Gegenstrecken, 
vermindert um dieSumme aus den Länge4iquadraten 
zweier andern Gegenstrecken, gleich dem doppel- 
ten Längenprodukte aus dem dritten Paare der 
Gegenstrecken, multiplicirt mit dem Cosinus ihres 
Winkels. 

2. Wenn man die Gleichung III. von IL subtrahirt, so erhält 
man I., mithin ist auch 

ef cos (e, f) ^ ac cos {a, c) ~- hd cos (h, d). 
In einem vollständigen Vierecke ist das Längen- 
produkt der beiden Gegenstrecken, die einen Punkt 
gemein haben, multiplicirt mit dem Cosinus ihres 
Winkels, gleich der Differenz aus den entsprechen- 
den Produkten der beiden andern Paare von Gegen- 
strecken und ihrer Winkel. 

3, Bezeichnet man die Verbindungslinien der Mittelpunkte 
von a und c durch S-^, von b und d durch d^, von e und f durch 
dg, so ist (1. B. § 43; 9. UI.) 
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iö^^ = — ßS - c^ 4- &^ + d« + e» 4- fä 
ii,' = a' + c' — V — i' + e' + f 
4 ds» = oS ^ c^ + 6^ + (^ä — e* — p. 
Verbindet man diese Gleicliungen mit den Gleicliungen 
I. — III. unter Nr. 1, so erhält man 

^S^' = 1' + d' + 2ha cos (6, (!) = e'+ f — 2efeos(e,f) 
It,' = a' + e' + 2«» cos (ii,c) = e' + f + iefcos{e,f) 
4 (Jjä = «s + c* — 2 (jc cos (d, c) = J' + d^ — 2 bd cos (6, d). 

4. Es ist der Fläclieninhalt der in dem vollständigen 
Vierecke (ABCIt) enthaltenen Vierecke ABCD, ABBC und 
ADSC zu ermitteln. Nach 1. B. § 9; 10 kann dies auf folgende 
Art geschehen. Es ist 

ASCD = SIS + GBO + (Sei) + GDA; 
2 , IWDj =(Aa.Ba + BO.M+GC.OD+Aa. 0D)\sm («, f). 
1. AWD, = i efsin (e, f). 
Ferner ist 

ABW = FAS + FBD + FbO + FCÄ 
= FAS - FSB + FSC - FAS 
= ASD — ADD = ABä — CDG. 
Da nun 
2 . TSSj = (FC + b) (FD + d) st» (b, d) 

= {FC . FD + FC . d + FD .b+b.d) sin (S, d} 
2 . FDBj = (FD . b + FD . FC) sin {b, d) 
2 . FDC, = FD . FC sin {b, d) 
2 . Sc, = (FD . FC + FC . d) sin (b, d). 
n. .•. ASDCj = i bd sin (i, d). 

Ebenso findet man 

m. ADBC, = \ ac sin (a, c). 

Der Flacheninhalt eines Vierecks ist gleich dem 
halben Längenprodukte seiner Diagonalen multipli- 
cirt mit dem Sinus ihres Winkels. 

5. Es ist (1) cos (e, f) = -„-"> < 

4 e'f' - (»■ + c' — t' — <i')' 



, 1 — cos (c, f)' = Tii/T" 
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(«, f) = aVf "^'f - C' 

4 . ASGDj = 2 cf si» 



' + <!■- i' 

(«, f ) (4. !■)■ 



.-. ÄBCBi = i Vie'f 
Ebenso erhält man 



dr 



- dy. 



II. ABDCj = i Vi h^d' - {e' + p — a^ "Z'c^Y. 
III. ASBCj = I Vi a^c^ - {e^ + /'s — js _ J^y. 
Die vorateheaden Sätze (1— S) giebt C. A, Bretachneider: Grimert's 
Archiv n. (1842) und Lehrgebäude der nied, Geom. (Jena 1844) § 605—618. 




1. Das einfache Fünfeck 
ABCDE liege auf einem Stralü- 
bündel, dessen einzelne gleieli- 
gericlitete Strahlen AA', BS, 
CC, DD', einer Seitenstreeke EÄ 
parallel seien. Denkt man sich 
die Figar durch Drehung einer 
Geraden in demselben Sinne um 
die Eckpunkte gebildet, so möge diese „erzeugende Gerade", 
■wenn sie mit den Seitenstrecken zusammenfällt, die Richtung 
AS", BC'\ CD", DE", EÄ haben. 

Setzt man AS ^ a, SC = b, CD = c, DE = d, EA = e 
und < A'ÄB" = a, S'BC" = ß, C"CD" = y, S'DE" = <J, 
S"EÄ = s, so ist ic SSC" =^ a + ß 

9C CCD" = a + ß + y 
^ SDE" =a + ß-i'y+d. 
Projicirt man die Seitenstreeken auf die durch ihve An- 
fangspunkte gehenden Stvalilen, so zeigt die blosse Ansicht der 
Figur, dass 

I. a sina + b sin (a + ß) + csin (a + ß + y) + d sin 

(a + ß-]-y + ä)=0 

II. a cosa + b cos {a + ß) +■ ccos (a + ß + y) + d cos 

{a+ ß + y+ d) = - e. 
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Quadrirt man die beiden voi-stehenden Gleichungen und 
addirt die Quadrate, so ergiebt sich 
lU. e* = »ä + 6^ + c^ + d^ + 2 ah cosß +2ac cos {ß + y) 

+ 2adcos{ß+ Y+- ^) + ^bccosy + 2id cos (y + ä) 
+ 2 cd cos 6. 
Es ist leicht, hiernach die entsprechenden Gleichungen für ein 
neck herzustellen. 

2. Wenn die Strahlen AA', BS" . . . Iseiner Seitenstrecke des 
Fünfecks parallel laufen, und man bezeichnet die Winkel Ä'AJ3, 
SBC, C'CB. . . durch a^, ß„ j-, ... so hat man 

I. a sin Gl + & sin /9i + c sin y^ + d sinöi + e sin e^ = 

H. a cosai + b cosft -S- c cosyi + dcosS^ + e cose-^ = 0. 

Die letzte Gleichung stellt die Projection eines Fünfecks aul 

eine gegebene Gerade dar, und die erste drückt die Projection 

des Fünfecks auf eine zu jener senkrechten Geraden aus. Beide 

Gleichungen enthalten mithin den Satz: 

Die Projection eines «ecks auf eine be- 
stimmte Richtung einer Geraden ist null, wenn die 
Richtung jeder Seitenstrecke durch einen auf dem 
Umfange fortlaufenden Punkt bestimmt wird. 
Ä. J. Lexell- Novi Comment. Petrop. 19. 20. (1775—76). 

3. In dem Fünfecke ABCBE 
werden die Schwenkungen (1. B, 
§ 15; 1) an den Ecken A, B, C. . 
mit a, ß, y. . bezeichnet. Fällt man 
aus A auf 6, c, d die Senkrechten 
Ä6, Äc, Äj, so ist für den Flächen- 
inhalt V des Fünfecks 

Es ist aber hi = a sinß\ a bildet mit c den Winkel ß + -y, 
mit d den Winkel ß + y + d etc. Zieht man durch B eine 
Parallele zu c, welche h, in F trifft, so ist 

Äc = J siny + asm {ß -}- y). 

Wird hd von Geraden, die durch C und B parallel zu d 

laufen in G und iZ" geschnitten, so hat man als Summe der Theile 

hi = csinö + bsin [y + d) + a sin (ß + y + d) 

2 V = ab sinß -\- hc siny -+- cd sind -\- ac sin [ß + y) 

+ M sin (y + ö) -h ad sin {ß + y + ä). 
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BericIltigHngen. 

e 9, Zeile 4 schalte eiQ vur Punkt zwischen dem ersten imd letzten liegende 

12, „ 8 und 9 von unten lies iOJi statt: AGB, u. s. w. 

23 in der Figur lies g statt t 

39, Zeile 9 lies: 2 [i — 2 (> — p)} statt: 2 [2 — 2 (r — ji)]. 

52, „ 16 Ton unten lies 4 ß'C'Z)' . . statt: A'B'CD'. 

96, „ 16 lies: A^i^ statt i^ -Is. 

99, „ 2 lies; Zus statt Zus 1 
107 in der oberen Figur streiche 4 ü und ziehe BB. 
190, Zeile 7 lies : 14 statt 10 
168, „ ß_ lies: liniges statt inigps. 
172 in der Figur vertausche JJ und Z>', 
193, Zeile 1 von unten Tertauache oollinear und Greradea. 
213, „ 9 „ „ Ues 4, ß', C statt: A'B'C. 
214 in der oberen Figur rücke A etwas na<ih liaks an A'S' 
233, Zeile 4 von unten lies Ecken statt Seitenlinien auf den 

„ „ S „ „ lies liegende Ecken statt liegenden Seitenhmen. 

„ „ 2 „ „ lies sind statt hegen 
252, „ 14 ,, „ lies Ecken. Statt Seitenlinien auf den 

„ „ 13 „ „ lies hegende Ecken atitt hegenden Seitenlinien. 

n „ 12 „ „ lies sind statt hegen 
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